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Rappels @ Li5S ==ToULON

Classification binaire linéaire

B Classer des individus a partir de caractéristiques
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3
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Rappels @L:i5 ==t1ouLON

Classification binaire linéaire

B Utilisation d’un perceptron

X1 Wi
y X,
3
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Z=inwi+b y:(p(z):{lsizzo N |
=1 e
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Classification binaire linéaire

B Utilisation d’un perceptron Déterminer les

X4 Wy
y X,
3
Xn Wn 2,5 ’
2 ° ¢
W = ,1<i<n Poids 15
n 1 ]
Zzzxi + b y:(p(z):{lsizzo N |
i=1 o
Agrégation Activation Yo os 1 s o osd
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Rappels @ Li5S ==ToULON

Classification binaire linéaire par perceptron

B Algorithme d'apprentissage Déterminer les w; et

[ ]

tantquee > 0
pour chaque (X%, y®) faire

y y®  o(2)

si t(0) = 10 3lors
pour chaque w; faire
—w + a(t(") _ y(k))xi
finpour

W = ,1<i<n Poids b+ a(t® —yk)
y(k) - (p(Z(k))
finsi
finpour

x1 W1

n
1siz=0
Z=in + y=<p(z)={
i=1

Agrégation Activation fintg
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Classification binaire linéaire par perceptron

B Limitations

X1 W1 Quantifier la classification
y
Xn Wn
wW={w}1<i<n Poids
- 1 0
7 >
Zzzxiwi+b y=<p(z)={ e =
i=1
’ . . . X
Agrégation Activation 0 05 : 15 ) 25 3
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Classification binaire linéaire par perceptron

B Limitations

xl W1

Remplacer la fonction d’activation

™.

w={w}1<i<n Poids

n

_V1siz=0 _ 1
Z=inwl-+b ¢(Z)_{Osiz<0 ‘ (p(z)_1+e‘z
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Classification binaire linéaire par perceptron

B Limitations

1 e Probabilité d’appartenance
a une classe
y X,
3
88.59%
Xp Wy, 2,5 *
77.73% 75'03:/0
n o
= z x;w; +b Agrégation 15
i=1
1 °
1 ] > (. .
p(z) = = = 1 Sl. ¢(z) 2 0.5 0,5
1+e2 0si@p(z) <0.5 .
. . . (o . 0 X
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Classification binaire linéaire par perceptron

B Fonction de colt

(W W={w}l<i<n
n
1
y ZZZXiWi‘Fb <P(Z)=1_I_e_z
=

m
L= —%z t® log(®) + (1 — ™) log(1 — o)
k=1
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Rappels @ Li5S ==ToULON

Classification binaire linéaire par perceptron

B Fonction de colt

5w W=w}1<i<n
n
1
y ZZZXiWi‘Fb <P(Z)=1_I_e_z
i=

m
L= —%2 t®) log(®) + (1 — ™) log(1 — )
k=1

Attention: Dans ce cours, log désigne le logarithme
népérien, usuellement noté In en France. Il s’agit de la
convention en apprentissage automatique.
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Classification binaire linéaire par perceptron

B Fonction de colt

» - W={w)1<i<n

n
1
y Z:zxiwi‘l'b <P(Z)=1_I_e_z

i=1

m
L= —%z t® log(®) + (1 — ™) log(1 — o)

Trouver le meilleur modele = minimiser la fonction de colt
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Cheminement

L minimisée
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L

.-\\ Propriétés de L

L minimisée
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L
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Outils

mathématiques .
L minimisée
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Mathématiques @ L5 ==touLo

Outils mathématiques
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Mathématiques / Fonction @ Li5 E=ToULON
Définition| ]
Soit E et G deux ensembles. Une , hotée ', de E dans G est

'association a tout élément x € E d’au plus un élément f(x) € G.

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction @ Li5 E=ToULON
Définition| ]
Soit E et G deux ensembles. Une , hotée ', de E dans G est

'association a tout élément x € E d’au plus un élément f(x) € G. La
fonction f peut s’écrire:

[iE—G

X o F(0) ou f[:E—G

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction @ Li5 E=ToULON
Définition| ]
Soit E et G deux ensembles. Une , hotée ', de E dans G est

'association a tout élément x € E d’au plus un élément f(x) € G. La
fonction f peut s’écrire:

JtE—G ou f[E—G

x — f(x)
Définition| / ]
Soit E et G deux ensembles et f une fonction de E dans G. On appelle E
de f et de f.

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction / Ensemble de définition @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Soit f: E — G une fonction et soit x; € E. On dit que [ est en X, Si

et seulement si f(x,) existe et que f(xy) € G.

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction / Ensemble de définition @LiO == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Définition| ]
Soit f: E — G une fonction et soit x; € E. On dit que [ est en X, Si

et seulement si f(x,) existe et que f(xy) € G.

Définition| / ]
Soit f: E = G une fonction. L (ou
) de f, noté [/, est le sous-ensemble de E tel que pour chaque

elément x € Dy la fonction f est definie.

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction / Ensemble de définition @LiO == EI'NgEGSII.Tcé)ﬁ
Définition| ]
Soit f: E — G une fonction et soit x; € E. On dit que [ est en x4 Si

et seulement si f(x,) existe et que f(xy) € G.

Définition| / ]
Soit f: E = G une fonction. L (ou
) de f, noté [/, est le sous-ensemble de E tel que pour chaque

elément x € D¢ la fonction f est définie. Plus formellement:

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction / Ensemble Image n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| / ]
Soit f: Df € E — G et soit x € Dy tel qu’il existe y € G avecy = f(x). On
appelle y de x par f et x de y.

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Mathématiques / Fonction / Ensemble Image @LiO == EI'NgEGSII.Tcé)ﬁ
Définition| / ]
Soit f: Df € E — G et soit x € Dy tel qu’il existe y € G avecy = f(x). On
appelle y de x par f et x de y.
Définition| ]
Soit E et G deux ensembles et f une fonction de E dans G. L
de f, noté , est le sous-ensemble de G tel que chaque élément

y € Im(f) est une image par f. Plus formellement:

Pour aller plus loin: https://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf
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Résumé| ]

Fonction

Ensemble / Domaine

de définition

Ensemble image

A

:' ; TG
E LD Am(p).
Ensemble de départ Ensemble d’arrivée
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Mathématiques / Fonction réelle @ Li5 E=ToULON
Définition| ]
Une fonction f: Dy € E — G est appelée si E = G = R. Dans

ce cas I'ensemble de definition Df et 'ensemble image Im(f) sont des
intervalles ou des réunions d’intervalles sur RR.
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https://www.maths-et-tiques.fr/telech/19NombresReels2M.pdf

Mathématiques / Fonction réelle @LiO == LJI'NclsEljsll.TcE)[ﬁ
Définition| ]
Une fonction f: Dy € E — G est appelée si E = G = R. Dans

ce cas I'ensemble de definition Df et 'ensemble image Im(f) sont des
intervalles ou des réunions d’intervalles sur RR.

Exemple[Fonction réelle]

[ R->R
x > sin(x) /\

\/
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Mathématiques / Fonction réelle @ Li5 E=ToULON
Définition| ]
Une fonction f: Dy € E — G est appelée si E = G = R. Dans

ce cas I'ensemble de definition Df et 'ensemble image Im(f) sont des
intervalles ou des réunions d’intervalles sur RR.

Exemple[Fonction réelle]
[ R->R g: R->R
x + sin(x) /\ x -2t _
\/ e
Df = |—00, +oo| D, = ]—0,0[ U ]O, +oo|
Im(f) = [-1,1] Im(g) = ]—,0[ U |0, +oo]
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Mathématiques / Fonction réelle / Limite @LiO == LJI'NclgEljsll.Tcéﬁj
Définition| ]
Soit I un intervalle non vide. On appelle de I, notée I, I'intervalle
ayant les mémes bornes que I mais étant fermé pour les bornes finies. Tout
élément x € [ est dit al.

Intelligence Artificielle - 28 / 405


https://www.maths-et-tiques.fr/telech/19NombresReels2M.pdf

am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]

Soit I un intervalle non vide. On appelle de I, notée I, I'intervalle
ayant les mémes bornes que I mais étant fermé pour les bornes finies. Tout
élément x € [ est dit al.

Exemple[Adhérence]

I =lablaveca, b € Rapouradhérencel = |a,b| =1
I =la,b[aveca,b € R apour adhérence I = [q, b]
I =la,+o[aveca € R a pour adhérence I = [a, +oo]

] =]— o0,b| avec b € R a pour adhérence [ =] — o, b
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Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Propriété| ]

Soit I et ] deux intervalles non vides sur R. LUadhérence de la réunion de I et
J est égale a la réunion de leurs adhérences. Plus formellement:

Iuj=1uU]
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Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 Z=TOULON

Propriété| ]

Soit I et ] deux intervalles non vides sur R. LUadhérence de la réunion de I et
J est égale a la réunion de leurs adhérences. Plus formellement:

Iuj=1uU]

Exemple[Adhérence de réunion d’intervalles]
Soita,b,c,d E Raveca<b<c<d

[a,b] U [c,d] = [a,b] U [c,d] = |a,b] U |[c,d]
a,b| U ]c,d] =[a,b[U]c,d] =|a,b]U]|cd]

:_Oo,a:U](l,‘FOO[:]—OO,a[U]a’-|—oo:=]—oo)a]U[a,_|_oo[=]R
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C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 == TOULON
Définition| ]
Soit f: Dy € R — R une fonction et soit x, € Dy.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

- f admet une finie en x4 s’il existe [ € R tel que:

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

- f admet une finie en x4 s’il existe [ € R tel que:

- [ admet pour en x, Si:

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

- f admet une finie en x4 s’il existe [ € R tel que:
- [ admet pour en x, Si:
- f admet pour en X Si:

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

- f admet une finie en x4 s’il existe [ € R tel que:
- f admet pour en Xxg Si:

- f admet pour en X Si:

On note alors la limite de f en x,.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 Z=TOULON
Exemple[Limite]
- R >R
x + log(x)

HamiiEn

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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Mathématiques / Fonction réelle / Limite @LiO == EI'NgEGSII.TSﬁ
Exemple[Limite]
- R >R
x + log(x)

it

chi_r)ri f(x) =7

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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’ . . y = . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Limite]

- R >R
x + log(x)

)lci;r)rif(x) =0

chi_r)r(l) f(x) =7

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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’ . . y = . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Limite]

- R >R
x + log(x)

it

ii_r)ri f(x)=0
lim f(x) = —oo

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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’ . . y = . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Limite]
- R >R g: R" >R
x + log(x) x oL
X

i ik

lim f(x) =0 lim g(x) =?
x—1 x—0

lim f(x) = —0

x—0

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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’ . . y = . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Limite]
- R >R g: R" >R
x + log(x) x 1
X

me s egmERERER VL\x_)O

[

lim f(x) =0 lim g(x) = —c0?

x—>1 x=0 Limite multiple ?
lim f(x) = —o0 lim g(x) = +o0?

x—0 x—=0

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 == TOULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

C

- f admet une finie en x, s'il existe [, € R tel que:
- f admet pour en x, Si:

- f admet pour en x, Si:

On note alors la de f en x,.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 == TOULON
Définition| ]
Soit f: Df € R — R une fonction et soit x, € D_f On dit que:

C

- f admet une finie en xy s’il existe [; € R tel que:
- f admet pour en x Si:

- f admet pour en x, Si:

On note alors la de f en x,.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 Z=TOULON

Théoreme| ]

Si une fonction f: D € R - Radmet une limitel € RU {—00, +0} en

Xo € Dy alors celle-ci est unique.
[Voir Preuve]

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 Z=TOULON

Lien[Limite / Limite a gauche / Limite a droite]
Soit f: Df €S IR —» Retsoitx, € D_f La fonction f admet une limite en x; si

et seulement si elle admet une limite a gauche et une limite a droite en x, et
qgue celles-ci sont égales. On a alors:

llm f(x) = lim_f (x) = 11m f(x)

x—-xg

Intelligence Artificielle - 46 / 405



C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite 2 Z=TOULON
Exemple| ]
g: R" >R
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’ . . P = . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Exemple] ]

Indéfinieen 0 xlircl)l— 9(x) = _;ZO

Pas de limiteen 0 lim g(x) = +oo
x—-0%
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am UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction réelle / Limite == TOULON
Exemple| ]
g: R" >R h: R* - R

Indéfinie en 0

Pas de limiteen
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Mathématiques / Fonction réelle / Limite n == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Exemple| ]
g: R" >R h: R* - R

L

Indéfinie en 0 Indéfinie en 0 xlirgl_ h(x) = +oo
Pas de limite en 0 lim h(x) =+ |im h(x) = +oo
x—0 x—0t
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Propriétés| ]
Soit f:Df SR > Retg:D, € R — Retsoitxg € Ds. Ona pour DeND,,:

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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P . . ” . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ L5 ==touLoN

Propriétés| ]
Soit f:Df SR > Retg:D, € R — Retsoitxg € Ds. Ona pour DeND,,:

Jim £(x) + g(x)

Ind. Signifie Indéterminée

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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am UNIVERSITE DE
-

Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ L5 ==touLoN

Propriétés| ]
Soit f:Df SR > Retg:D, € R — Retsoitxg € Ds. Ona pour DeND,,:

lim £ (x) + g(x) Jim f(x) x g(x)

-

00 lr+ 1 +0oo ly #0 + o0 lr X 1 0 + oo
Ind. + 0o +00 0 Ind. 0 0 Ind.
L _ oo +oo Ind. 4o

Ind. Signifie Indeterminée Le signe de 0o est déterminé par le signe
de [ selon la regle de la multiplication

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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’ . . ’ . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction réelle / Limite @ L5 ==touLoN

Propriétés| ]

Soit f:Df SR > Retg:D, € R — Retsoitxg € Ds. Ona pour DeND,,:
lim fx)/g(x)

Le signe de +oo est déterminé par

le signe de l¢, [, oudu O selon la
regle de la multiplication

Ind. Signifie Indéterminée

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / limites
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Mathématiques / Fonction / Continuité n == EI'NgEljSII.TSﬁ
Définition| ]
Une fonction f: Df € R - R est en xo € Dy si:

Une fonction est continue en un point x, si sa limite [ en ce
point est égale a sa valeur f(x,).
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Continuite @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Une fonction f: Df € R - R est en xo € Dy si:
On dit que f est E < DrsiVx; EE f(x) est en Xx;

Attention: Ne pas confondre définition et continuité !
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Mathématiques / Fonction / Continuité @ Li5 E=T0ULON

Exemple[Continuité]

En xo, = 0, la fonction Sigmoide ...
1 /

f(x)=1+e‘x j
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Mathématiques / Fonction / Continuité @ Li5 E=T0ULON

Exemple[Continuité]
En x, = 0, la fonction Sigmoide est continue
1 1 1 /

T1+ed 2 G(x)=1+e‘x /
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NIVERSITE DE

TOULON

Mathématiques / Fonction / Continuite

Exemple[Continuité]

En x, = 0, la fonction Sigmoide est continue
1 1 1 /
= = — = X) =
limo() =150 =3= /(O o) = T e /

Exemple[Non-continuité]

En xy = 0, la fonction Heaviside ...

f(x)z{lsixzo

Osix <0
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Mathématiques / Fonction / Continuité @ Lo ==

U

NIVERSITE DE

OULON
Exemple[Continuité]
En x, = 0, la fonction Sigmoide est continue
1 1 1 /
1 — —_ — = X) =
limo() =150 =3= /(O o) =1 /

Exemple[Non-continuité]

En xo = 0, la fonction Heaviside n’est pas continue

(lim f(x) =0
) xX—0"

Fx) = {1Six =0
lim f(x) =1

Pas de limite Osix <O

Cad . e
- Mais elle est définie avec f(0) = 1
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P . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition| / ]

Soit f:Df € R — RavecDf + @

B f admet un enxy € DesiVx € De f(x) < f(xy).On
appelle f(xp) le de f sur Ds.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions

Intelligence Artificielle - 61 /405



https://cahier-de-prepa.fr/1bcpst1-montaigne/download?id=1820
https://cahier-de-prepa.fr/1bcpst1-montaigne/download?id=1820
https://cahier-de-prepa.fr/1bcpst1-montaigne/download?id=1820
https://cahier-de-prepa.fr/1bcpst1-montaigne/download?id=1820
https://cahier-de-prepa.fr/1bcpst1-montaigne/download?id=1820

P . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition| / ]

Soit f:Df € R — RavecDf + @

B f admet un enxy € DesiVx € De f(x) < f(xy).On
appelle f(xp) le de f sur Ds.

B f admet un en X, € DrsiVx € Dr f(x) = f(xy,). On
appelle f(x,,) le de f sur Df.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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Mathématiques / Fonction / Extremum n == EI'N(ISEGSII.TEEE

Définition| / ]

Soit f:Df € R - Ravec Dy #+ @

B f admet un enxy € DesiVx € De f(x) < f(xy).On
appelle f(xp) le de f sur Ds.

B f admet un en X, € DrsiVx € Dr f(x) = f(xy,). On
appelle f(x,,) le de f sur Df.

Définition| / ]

Soit f:Df € R — Retsoit!] = |xg — &x9 + &, xg € D¢

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Extremum 2 Z=TOULON

Définition| / ]

Soit f:Df € R — RavecDf + @

B f admet un enxy € DesiVx € De f(x) < f(xy).On
appelle f(xp) le de f sur Ds.

B f admet un en X, € DrsiVx € Dr f(x) = f(xy,). On
appelle f(x,,) le de f sur Df.

Définition| / ]

Soit f:Df € R — Retsoit!] = |xg — &x9 + &, xg € D¢

B f admet un enxoside ERL Vx €1 € D f(x) < f(xo).

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE

@ L1505 S=TouLoN

Mathématiques / Fonction / Extremum

Définition| / ]

Soit f:Df € R —» Ravec Dy # @

B f admet un enxy € DesiVx € De f(x) < f(xy).On
appelle f(xp) le de f sur Ds.

B f admet un en X, € DrsiVx € Dr f(x) = f(xy,). On
appelle f(x,,) le de f sur Df.

Définition| / ]

Soit f:Df € R — Retsoit!] = |xg — &x9 + &, xg € D¢

M f admet un enxoside ERL Vx €1 € D f(x) < f(xo).

B f admet un enxoside ERL Vx €1 € D f(x) = f(xp).

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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Mathématiques / Fonction / Extremum n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| / ]
Soit f: Dy € R — R
M f admet un en X, si f(xg) est le minimum ou le maximum de
f sur De.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

@ L1505 S=TouLoN

Mathématiques / Fonction / Extremum

Définition| / ]

Soit f: Dy € R — R

M f admet un en X, si f(xg) est le minimum ou le maximum de
f sur De.

B f admet un en x, si f(xy) est un minimum local ou un

maximum local de f.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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P . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R

4 3
xn—>%—%—2x2+x+5

BN
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R
4 3 B g admet un minimum local en x
xn—>%—%—2x2+x+5 7 !

BN
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C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Extremum 2 Z=TOULON

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R
4 3 B g admet un minimum local en x
xn—>%—%—2x2+x+5 7 !

B g admet un maximum local en x;,
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C

NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Extremum 2 Z=TOULON

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R
4 3 B g admet un minimum local en x
xn—>%—%—2x2+x+5 7 !

B g admet un maximum local en x;,

B g admet un minimum global en x,
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R

x* %3 5 B g admet un minimum local en x,
XHT—?—ZX +x+5

B g admet un maximum local en x;,

B g admet un minimum global en x,

‘\ B Le minimum de g est g(x,)
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Extremum @ Li5 ==TtouLoN

Définition[Extremum / Extremum local]

g-R—-> R

x* %3 5 B g admet un minimum local en x,
XHT—?—ZX +x+5

B g admet un maximum local en x;,

B g admet un minimum global en x,

‘\ B Le minimum de g est g(x,)

Attention: Les limites de g quand x - —oo et x —» +00 ne sont
pas des maximums car ils ne sont jamais atteints
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Intuition[Lien Extremum / variations]

g-R—-> R

4 3
xn—>%—%—2x2+x+5

!
Les extrema semblent apparaitre:

- Quand on passe d’'une diminution de
la fonction a une augmentation

/ \ - Quand on passe d’une augmentation

de la fonction a une diminution
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 Z=TOULON
Définition| ]

Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I € Dy.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN
Définition| ]

Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I © Dy. La fonction f est:

- sur I sietseulementsiVx,y €l f(x) = f(y)

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I © Dy. La fonction f est:

- sur I sietseulementsiVx,y €l f(x) = f(y)
- sur I sietseulementsiVx,yel x <y - f(x) < f(y)

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I © Dy. La fonction f est:

- sur I sietseulementsiVx,y €l f(x) = f(y)
- sur I sietseulementsiVx,yel x <y - f(x) < f(y)
- sur I si et seulementsiVx,y el x <y - f(x) = f(y)

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I © Dy. La fonction f est:

- sur I sietseulementsiVx,y €l f(x) = f(y)
- sur I sietseulementsiVx,yel x <y - f(x) < f(y)
- sur I si et seulementsiVx,y el x <y - f(x) = f(y)

Les propriétés précédentes définissent le de f surI.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 Z=TOULON
Définition| ]

Soit une fonction f: Dr € R - Retun intervalle I © Dy. La fonction f est:

- sur I sietseulementsiVx,y €l f(x) = f(y)

- sur I sietseulementsiVx,yel x <y - f(x) < f(y)

- sur I si et seulementsiVx,y el x <y - f(x) = f(y)
Les propriétés précédentes définissent le de f surI.

On dit que f est (resp. ) si
les inégalités correspondantes sont strictes.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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Mathématiques / Fonction / Variation n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| ]
Une fonction f: Dy € R — R est sur I © D¢ si son sens de

variation est toujours le méme sur I.

On dit que f est si son sens de variation est strict.

Pour aller plus loin: cahier-de-prepa.fr / fonctions
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == UNgEGSII.TCé)ﬁ

Exemple| ]

R - R
x - log(x)

e
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == EI'NgEGSII.TSﬁ
Exemple] ]
R - R
x - log(x)

el

Monotone
strictement croissante sur R}
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Mathématiques / Fonction / Variation n == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Exemple] ]
R - R g:-R- R
4 3
x> log(x) xn—>%—%—2x2+x+5

el

N

Monotone
strictement croissante sur R}
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Mathématiques / Fonction / Variation n == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Exemple] ]
R - R g:-R- R
4 3
x> log(x) xn—>%—%—2x2+x+5

e

~

Monotone

. . Non monotone sur R
strictement croissante sur R}
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Exemple| ]
R - R g:-R- R
4 3
x> log(x) xn—>%—%—2x2+x+5
Monotone croissante
(/ Sur [xa: xb] et [xc: +OO[
\ Monotone décroissante

;xa ;xb \E/xc sur ]_OO: xa]Et [xb»xc[
\,E \:
Monotone

. . Non monotone sur R
strictement croissante sur R}
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == UNgEGSII.TCé)ﬁ

Exemple| ]
R - R g:-R- R
4 3
x> log(x) xn—>%—%—2x2+x+5

e

~

a vy
\:

X

Xc

Détermination / Quantification de la variation ?
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Dy.

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Df. On appelle de f sur |

le quotient:

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Df. On appelle de f sur |
le quotient:
> 0 (croissance)
T =

> 0 (par définition)

Lien[Taux d’accroissement / Sens de variaty

M Sif estcroissante surl alorst = 0+

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Df. On appelle de f sur |
le quotient:
< 0 (décroissance)
T =

> 0 (par définition)
Lien[Taux d’accroissement / Sens de variation]

M Si f estcroissante sur [ alorst = 0

M Si f est décroissante sur [ alorst < 0

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf

Intelligence Artificielle - 91 /405



https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf

Mathematiques / Fonction / Variation 0 EZTOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Df. On appelle de f sur |
le quotient:
= 0 (constance)
T =

> 0 (par définition)
Lien[Taux d’accroissement / Sens de variation]

M Si f estcroissante sur [ alorst = 0

M Si f est décroissante sur [ alorst < 0

M Sif estconstantesurlalorst =0

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf

Intelligence Artificielle - 92 /405



https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf

Mathématiques / Fonction / Variation n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| ]
Soit une fonction f: D € R —» Ret soit ] = |x,,x, + h] avecx, € Dr et
h € R} tel que (x, + h) € Df. On appelle de f sur |
le quotient:
T =

Lien[Taux d’accroissement / Sens de variation]

M Si f estcroissante sur I alorst = 0 (et > 0si f strictement croissante)

M Si f est décroissante sur [ alors T < 0 (et 7 < Osi f strictement décroissante)

M Sif estconstantesurlalorst =0

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 Z=TOULON

Exemple[Taux d’accroissement]

g-R—- R
x* X3

x> ——=——2x*+x+5
4 3

|

BN

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Taux d’accroissement]

g-R—- R
x* X3

x> ——=——2x*+x+5
4 3

\ g(x1)

mSil = [xl,xz],T <0

|

!_g(xz)

X1 X2

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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’ . . . g ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Taux d’accroissement]

g:R_)xiR 3 , MSil=|[x;,x,], 7T<0
XH————=2x“+x+5
4 3

WSl = [Xz,Xg],T > (0
\9(x1)

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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’ . . . g ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Taux d’accroissement]

g:R- iR . MSil=|[x;,x,], 7T<0
xn—>%—%—2x2+x+5
’ WSl = [Xz,Xg],T>O
\9(x1)

Le taux d’accroissement ne représente
g(x3) qu’une tendance.

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Taux d’accroissement]

g-R—- R
4 3
xn—>%—%—2x2+x+5

% |

Le taux d’accroissement ne représente
gu’une tendance.

‘\ Pour étre significatif, il faut le calculer
_ sur de petits intervalles

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation 2 Z=TOULON

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

T = f(xa+h;_f(xa)

,Xq € D, h € R*, (x4 + h) € Dy
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Mathématiques / Fonction / Variation @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

T = f(xa+h;_f(xa)

,Xq € D, h € R*, (x4 + h) € Dy

Soit f'(x,) la valeur de T pour l'intervalle le plus petit autour de x:

f(xg+h)—f(xgq)
h

f'(xy) =limt = lim

Uintervalle I = |x,, x, + h] se rapproche le plus de x, quand
h tend vers 0
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

T = f(xa+h;_f(xa)

,Xq € D, h € R*, (x4 + h) € Dy

Soit f'(x,) la valeur de T pour l'intervalle le plus petit autour de x:

f(xg+h)—f(xgq)
h

f'(xy) =limt = lim

(

/ (xq+h)—f(xg)
f(xa)zfx S

” avec <: R — Ret

Le quotient est proche de f'(x,) aun e
pres le plus petit possible
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Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 E=T0ULON

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

a+h)— a %
:f(x hf(x),xaEDf,hE]R,(xa+h)EDf

Soit f'(x,) la valeur de T pour l'intervalle le plus petit autour de x:

f'(xy,) = [(ath) =] (Xa) _ g(h)avece: R—> Retlime(h) =0

h—0
( f'(xq) = f(xqg+h) — f(xq) — he(h)

Multiplication de I'équation par h + 0

Intelligence Artificielle - 102 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

T = f(xa+h;_f(xa)

,Xq € D, h € R*, (x4 + h) € Dy

Soit f'(x,) la valeur de T pour l'intervalle le plus petit autour de x:

Réorganisation des termes

(hf’(xa) = f(xa +h)
hf'(xq) = f(xq + h)
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Variation @ Li5 ==TtouLoN

Limite[Taux d’accroissement]

Soit f: Dr € R — R une fonction et son taux d’accroissement en x,:

T = f(xa-l_h;_f(xa) y Xq € Df, h € ]R*, (Xa + h) € Df

Soit f'(x,) la valeur de T pour l'intervalle le plus petit autour de x, .On peut
ecrire:

/ T R T f(xq+h)—f(xg)
) =0T =

et
f(xg +h) =hf'(xq) + f(xq) + he(h)
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Mathématiques / Fonction / Dérivation n == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Définition| / ]
Une fonction f: Df € R - R est en x, € Dy sile taux

d’accroissement en x, admet une limite finie.

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[ﬁ
Définition| / ]
Une fonction f: Df € R - R est en x, € Dy sile taux
d’accroissement en x, admet une limite finie. Plus formellement:

a h) — a /
llg(l)f(x + })l f(x )=f(xa)eR

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5S ==ToULON
Définition| / ]
Une fonction f: Df € R - R est en x, € Dr sile taux
d’accroissement en x, admet une limite finie. Plus formellement:

Ii f(xa + h) _f(xa)
1m

/
=f(x,) ER
lim P f(xq)
On appelle alors de f en x, la valeur et il existe une fonction
g: R = Ravec lim € = 0 telle que:
h—0

f(xq+h)=hf"(xq) + he(h) + f(xz)
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 E=ToULON
Définition| / ]
Une fonction f: Df € R - R est en x, € Dr sile taux
d’accroissement en x, admet une limite finie. Plus formellement:

f(xa + h) _f(xa)
m

h—0 h

= f'(xq) €R

On appelle alors de f en x, la valeur et il existe une fonction

g: R = Ravec lim € = 0 telle que:
h—0

f(xg +h) =hf'(xg) + he(h) + f(x,)
Définition| ( )]

Soit f: D € R — R une fonction dérivable avec f'(x,) = 0. On appelle x,
(ou ) de f.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation 2 Z=TOULON

Propriétés[Dérivabilité / Dérivée]

Soit f: Df E R —» Retsoit! =[x, —h;xq +h] EDs, h € R*™ un
intervalle sur lequel f est dérivable.

Pour aller plus loin: https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/marie.derrien/M%C3%A9moire%20le%C3%A70n%20228.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Propriétés[Dérivabilité / Dérivée]

Soit f: Df E R —» Retsoit! =[x, —h;xq +h] EDs, h € R*™ un
intervalle sur lequel f est dérivable.

MSivx €l, f'(x) = 0alors f est croissante sur I (strictement si f'(x) > 0)

MSivVx €1, f'(x) < 0alors f est décroissante sur I (strictement si f'(x) < 0)

f'(x) est la valeur de la dérivée de f en x

La limite ne change pas le sighe du taux d’accroissement
(voir théoreme des accroissements finis, admis ici)

Pour aller plus loin: https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/marie.derrien/M%C3%A9moire%20le%C3%A70n%20228.pdf
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Propriétés[Dérivabilité / Dérivée]

Soit f: Df E R —» Retsoit! =[x, —h;xq +h] EDs, h € R*™ un
intervalle sur lequel f est dérivable.

MSivx €l, f'(x) = 0alors f est croissante sur I (strictement si f'(x) > 0)

MSivVx €1, f'(x) < 0alors f est décroissante sur I (strictement si f'(x) < 0)

mSif'(x,) = 0alors x, est un point critique (stationnaire) de f
Par définition

Pour aller plus loin: https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/marie.derrien/M%C3%A9moire%20le%C3%A70n%20228.pdf
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Propriétés[Dérivabilité / Dérivée]

Soit f: Df E R —» Retsoit! =[x, —h;xq +h] EDs, h € R*™ un
intervalle sur lequel f est dérivable.

MSivx €l, f'(x) = 0alors f est croissante sur I (strictement si f'(x) > 0)

MSivVx €1, f'(x) < 0alors f est décroissante sur I (strictement si f'(x) < 0)

mSif'(x,) = 0alors x, est un point critique (stationnaire) de f

Théoreme| ]
Une fonction f: Dy € R — R dérivable en x,; € D¢ est continue en x.

[Voir Preuve]
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ
Définition| ]
Soit une fonction f: D €& R — R dérivable sur Ds. On appelle

de f la fonction f": D € R = R qui a tout x € Dy associe f'(x), |a
dérivée de f en x.
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ
Définition| ]
Soit une fonction f: D €& R — R dérivable sur Ds. On appelle

de f la fonction f": D € R = R qui a tout x € Dy associe f'(x), |a
dérivée de f en x.

La de f peut étre notée de fagon équivalente:

B  selon Lagrange

B selon Leibniz
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: D €& R — R dérivable sur Ds. On appelle
de f la fonction f": D € R = R qui a tout x € Dy associe f'(x), |a
dérivée de f en x.

La de f peut étre notée de fagon équivalente:

B  selon Lagrange

B selon Leibniz

On appelle indistinctement dérivée la valeur f'(x) et la fonction f.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Fonctions dérivées usuelles

c ER 1 L R @
X 1 R X xz e
1 n 1 §
L —,n€eN" — (n+1) R* log(x) - R}
nx"1 R X" 25
n € N*
Jx ZL R sin(x)  cos(x) R
VX cos(x) —sin(x) R

Attention: log = In  tan(x)

T T
COSZ(X) UkEz]_ 5 + kTC,E + kT[[
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Opérations et dérivées
Soit f: Dy & R — R dérivable sur Dy et g: D; € R — R dérivable sur D,,.

Opération | Dérivée Domaine

f+9) f+yg Dr N D,
(Af)  Af,A€R Dy

(fg)'  flg+fg Dy 0 Dy

(g) —% D,n{x|g(x) # 0}

(i) f’g—zfg DN D, N{x,| g(x) # 0}
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Intérét de la notion de dérivée dans la recherche d’extremum ?
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Théoreme| ]

Soit f: Df € R — R continue sur I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I tel que f est
dérivable sur I \ {c}.

Il n’est pas nécessaire que [ soit dérivable en ¢
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ]

Soit f: Df € R — R continue sur I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I tel que f est
dérivable sur I \ {c}.

mSif <Osurla,c|etf’ =0sur]c b|alors f(c) est un minimum local.
mSif'>0sur]a,cletf’ <O0sur]c bl alors f(c) est un maximum local.

mSif'>0sur]a,clUl]c,blouf’ <O0sur]a,c|VU]c,b| alors f n"admet

pas d’extremum en c. _
[Voir Preuve]

Attention: f peut admettre un extremum local en ¢ sans que f' garde
un signe constant de chaque c6té de c (fonctions oscillant indéfiniment).
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]

g-R-> R
4

x 3

x> ——2 —2x24+x+5
4 3
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
AN S SR x x3—x%—4x+1

X P ——
4 ~ /‘

Dérivées usuelles et opérations

Intelligence Artificielle - 122 / 405



Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @LiO == UNgEGSII.TCé)ﬁ

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
4

3 3 _ 42 _
x> X 924 445 X x°—x“—4x+1

1
/
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
4

3 3 _ 42 _
x,_)x4_x —2x2 4 x4+ 5 X - X X 4x + 1
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o™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
3 2
x|—>x4—x3_2x2+x+5 xPx°—xc—4x+1
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o™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
3 2
x|—>x4—x3_2x2+x+5 xPx°—xc—4x+1

)\

P X
\55

a iXp X Xy ixp
gx) <0 :>0:<0: >0

Minimum local: x4, x,

. Quand g'(x) change de signe
Maximum local: x;
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Signe de dérivée et extremum local]
gR- R g:R-R
4

3 3 _ 42 _
x,_)x4_x —2x2 4 x4+ 5 X X X 4x + 1

)\

P X
\55

a iXp X Xy ixp
gx) <0 :>0:<0: >0

Minimum local: x4, x,

Maximum local: x e 3
b Intuition: A chaque extremum local x;, g'(x;) = 0
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Théoreme| ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable. Si f possede un extremum local en c alors f'(c) = 0.

[Voir Preuve]
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable. Si f possede un extremum local en c alors f'(c) = 0.

Remarques

M La réciproque du théoreme est fausse
fl)=x° f'(x)=3x*> f'(0)=0

S~

N’est pas un extremum
(cas 3 du théoreme du signe)
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme]| ( )]
Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable. Si f possede un extremum local en c alors f'(c) = 0.

Remarques
M La réciproque du théoreme est fausse /

fx)=x° f'(x)=3x* f'(0)=0
B Ne s'applique gu’aux fonctions dérivables /

B Ne s’applique pas aux bornes
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche d’extremum
Soit f: Df € R - R:
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Recherche d’extremum

Soit f: Df € R — R:

A.surtout] = |a,b[ € Df ou f est dérivable:
1. Déterminer f’
2. Recherchertousles x; € I telsque f'(x;) =0
3. Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche d’extremum

Soit f: Df € R — R:

A.surtout] = |a,b[ € Df ou f est dérivable:

1. Déterminer f’
2. Recherchertousles x; € I telsque f'(x;) =0
3. Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;

B. Traiter les points non couverts par Fermat:
1. Verifier les bornes de Dy

2. Verifier les xy € D¢ pour lesquels f n’est pas dérivable

La nature de f est importante
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche d’extremum

Soit f: Df € R — R:

A.surtout] = |a,b[ € Df ou f est dérivable:

1. Déterminer f’
2. Recherchertousles x; € I telsque f'(x;) =0
3. Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;

B. Traiter les points non couverts par Fermat:
1. Verifier les bornes de Dy

f dérivable sur D¢
La nature de f est importante
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Recherche d’extremum

Soit f: Df € R — R:

A.surtout] = |a,b[ € Df ou f est dérivable:

1. Déterminer f’
2. Recherchertousles x; € I telsque f'(x;) =0
3. Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;

Limites de f connues aux bornes de Dy

f dérivable sur D¢
La nature de f est importante

Intelligence Artificielle - 135 /405



am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Recherche d’extremum
Soit f: Df € R — R dérivable sur D¢ dont les limites aux bornes de Df sont

connues:

1. Déterminer f’
Rechercher tous les x; € Dy tels que f'(x;) = 0

2
3. Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;
4. Veérifier les limites
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche d’extremum
Soit f: Df € R — R dérivable sur D¢ dont les limites aux bornes de Df sont

connues:

1.

2.
3.
A

Déterminer f’
Rechercher tous les x; € Dy tels que f'(x;) = 0

Vérifier si f' change de signe au voisinage de x;
Vérifier les limites
Ne détermine que des extrema locaux

Minimiser = trouver un minimum global
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche de minimum

Soit f: Df € R — R dont la dérivée f” est définie sur D et dont les limites
[_ et l, aux bornes de Dr sont connues:

1. Calculer C = { x; € De | f'(x;) = 0}
Calculer E = {x, € C | f' passe de <0 a >0 au voisinage de x,}

Calculer m = min({f(x,) | x, € E})
Sim < [_etm < [, alors il est le minimum global

= W N
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Recherche de minimum

Soit f: Df € R — R dont la dérivée f” est définie sur D et dont les limites

[_ etl, aux
1. Calcu
2. Calcu
3. Calcu
4.

pornes de Df sont connues:

erC ={x; € De | f'(x;) = 0}
erE ={x, € C|f passede<0a>0 au voisinage de x,}
er m = min({f (x.) | x, € E})

Sim < [_etm < [, alors il est le minimum global

Existe-t-il des fonctions
adaptées a cette recherche ?

N

N

Plusieurs minima locaux Un seul minimum global
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Mathématiques / Fonction / Convexe n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| ]
Soit f: D € R —» Retunintervalle I € Dy. La fonction f est sur [
Si:
f est Si:
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Mathématiques / Fonction / Convexe @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ
Définition| ]
Soit f: D € R —» Retunintervalle I € Dy. La fonction f est sur [
Si:

f est Si:

Interprétation[Fonction convexe] \

Tout segment [(x, f(x)) (¥, f(¥))] se \ ~~~~~~~

trouve au-dessus de la courbe de f. \ .............

‘e e
L
-
L]
L4
L
v
a,
L ]

4
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Propriété[Fonction convexe / dérivée]

Soit f: Df € R — R dérivable sur I'intervalle I € D¢. La fonction f est
convexe (resp. strictement convexe) sur I si et seulement si sa dérivée f' est
croissante (resp. strictement croissante) sur I.

[Voir Preuve]
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Propriété[Fonction convexe / dérivée]

Soit f: Df € R — R dérivable sur I'intervalle I € D¢. La fonction f est

convexe (resp. strictement convexe) sur I si et seulement si sa dérivée f' est
croissante (resp. strictement croissante) sur I.

@faire: lien vers la preuve

Remarque[Fonction convexe / dérivée]

Soit f: Df € R — R dérivable sur un intervalle I € Dy de dérivée f' et soit

f' elle-méme dérivable sur I de dérivée f"'. La fonction f est convexe sur I si
et seulement si f'' = 0 sur I. De plus, si f'' > 0 sur I alors f est strictement
convexe sur I (la réciproque étant fausse).
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’ . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction convexe]

k: R—-> R
x - (x—1)%+2
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction convexe]

k: R-> R EK': R-> R
x - (x—1)%+2 x - 2x — 2

S

/

Ay
Dérivée
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’ . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction convexe]

k: R—-> R K: R-> R K': R-> R
x> (x—1)%+2 X - 2x — 2 X - 2
//

Dérivée
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’ . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction convexe]

k: R—-> R K: R-> R K': R-> R
x> (x—1)%+2 X - 2x — 2 X - 2
//

Dsz DRIZR Dk”:R

Intelligence Artificielle - 147 / 405



’ . . ™ o“= UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction convexe]

k: R—- R kK R-> R K R-R
x> (x—1)%+2 X - 2x — 2 X - 2
//
Dk — R Dk/ — ]:R Dk” — R
strictement croissante k' >0

N—— _
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Mathématiques / Fonction / Convexe

Exemple[Fonction convexe]

UNIVERSITE DE

TOULON

k: R—- R kK R-> R K R-R
x> (x—1)%+2 X - 2x — 2 X - 2
S
Dk — R Dk/ — ]:R Dk” — R
strictement convexe k' strictement croissante k' >0

N—— _

Intelligence Artificielle - 149 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ]

Soit f: Df € R — R convexe et dérivable sur un intervalle I © Df et soitc €
I tel que f'(c) = 0. La fonction f admet en ¢ un minimum global sur 1.

[Voir Preuve]
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Convexe @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ]

Soit f: Df € R — R convexe et dérivable sur un intervalle I © Df et soitc €
I tel que f'(c) = 0. La fonction f admet en ¢ un minimum global sur 1.

[Voir Preuve]

Remarque[Minimum d’une fonction convexe]

Soit f: Df € R — R convexe sur un intervalle I © Df. Tout minimum local
de f est un minimum global.
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https://www.maths-et-tiques.fr/telech/19NombresReels2M.pdf
https://www.maths-et-tiques.fr/telech/19NombresReels2M.pdf

am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Recherche de minimum

Soit f: Dr € R — R convexe et dérivable sur un intervalle I & Dy:

1. CalculerC ={x;€1l|f'(x;) =0}
2. Pourtout x; € C, f(x;) est un minimum global
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Recherche de minimum

Soit f: Dr € R — R convexe et dérivable sur un intervalle I & Dy:

1. CalculerC ={x;€1l|f'(x;) =0}
2. Pourtout x; € C, f(x;) est un minimum global

Nécessite de résoudre f' = 0

1
1+e~X

Si f(x) =log(

), comment calculer f' efficacement ?
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

w:R* > R
t ot
t

1'R-> R
x—1+e™*
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

w:R* - R
1
t > = 1
: o) = (o)) = u(r (D) = T
vT'R->R

x> 14+e™ Attention: On applique d’abord v puis u
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

w:R* - R
1
1 1
t t O—(x) — (u o U)(X) — U,(U(x)) — 1 + e—x
1R->R

x—1+e™ D, =D,., ={x € D, | v(x) € D,}
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

u: — R
1
"y 1
t t O—(x) — (u o U)(X) — U,(U(x)) — 1 + e—x
v: — R

x—1l+e™ D, =Dy, ={x€D,|vx)€eED,}
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

u: — R
1
"y 1
t t O—(x) — (u o U)(X) — U,(U(x)) — 1 + e—x
v: — R

x—1l+e™ D, =Dy, ={x € R|v(x) € R}

Intelligence Artificielle - 159 / 405



am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

w:R* - R
1
1 1
t t O—(x) — (u o U)(X) — U,(U(x)) — 1 + e—x
1R->R

x+— 1+ D, =Dy, ={x ER| € R*}
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

w:R* - R
1
1 1
t t O—(x) — (u o U)(X) — U,(U(x)) — 1 + e—x
1R->R

x— 1+ D, =Dy, ={x ER|1+ € R*}
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soitf: D S R - Retg: D, € R — R.Onappelle ,
notée , la fonction définie par . Son ensemble de

définition est alors Dy, ¢ = {x €Df|f(x)€ Dg}.

Exemple[Composition de fonctions]

u:R* - R
tn—)1 1
: o(x) = (wev)(x) = u(v(x)) = 1 o7
e
1:R—->R
x—1l4+e™ D, =Dy, ={x€ER|1+e*€ER}=R

CarVxeR 1+e™™ eR} c R
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme]| ( )]
Soient f: D S R—-> Retg: D, € R - RavecIm(f) € D, etsoit x, € Dr.
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ( )]

Soient f: D S R—-> Retg: D, € R - RavecIm(f) € D, etsoit x, € Dr.

Si f est dérivable en x, et g est dérivable en f(x,) alors g o f est dérivable
en x, et:

[Voir Preuve]
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am UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ( )]

Soient f: D S R—-> Retg: D, € R - RavecIm(f) € D, etsoit x, € Dr.
Si f est dérivable en x, et g est dérivable en f(x,) alors g o f est dérivable
en x, et:

(g © f)’(xa) — g’(f(xa)) X f,(xa)

Propriété[ ]

Si f est dérivable sur Dr et g est derivable sur D, alors:

Soit en notation de Leibniz:
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz

am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Extension[Fonction dérivée de fonctions composées]
Soit f1 o -++ o f,, la composition de n fonctions fi: Dp, SR > R, 1 <i<n
telles que toute f; est dérivable sur Dy, et Im(fj) - ij—1' 2<j<n.

Intelligence Artificielle - 166 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

1 == TOULON

Mathématiques / Fonctions composées

Extension[Fonction dérivée de fonctions composées]

Soit f1 o -++ o f, la composition de n fonctions f;i: Dp, SR -> R, 1 <i<n
telles que toute f; est dérivable sur Dy, et Im(fj) - ij—1' 2<j<n.

La fonction dérivée de f; o -+ o f,, est telle que pour 2 < k < n:
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Extension[Fonction dérivée de fonctions composées]

Soit f1 o -++ o f, la composition de n fonctions f;i: Dp, SR -> R, 1 <i<n
telles que toute f; est dérivable sur Dy, et Im(fj) - ij—1' 2<j<n.

La fonction dérivée de f; o -+ o f,, est telle que pour 2 < k < n:

(froo ) () = fi(fz oo fu(x)) X X fir(fixr o0 fu () X -+ X f (%)

Soit en notation de Leibniz:

\ d V4 [ 7 [ 7 V4 /7
Ou dffk désigne la dérivée de f; évaluée en f; .4
k+1

Preuve par récurrenceavec foegoh = fo(goh)
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz

am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]
f[fR->R

x — log( -

1+e~X

)
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UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées o TOULON

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f:R->R R - R [o: R* - R* f2: R > |1, 400

1 1 _

X - P fa f3|—>f—3 xH 1l+e ™™
f=hefaofs

Définitions générales
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UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées o TOULON

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f:R->R fi: R - R fo: R* - R” fz: R—>]1,+o0|
x + log( — ) f2 ~ log(f2) f3 1 x> 1l+e™
1+e™* fa
f=hefz°f3

Définitions restreintes a la composition
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UNIVERSITE DE

TOULON

Mathématiques / Fonctions composées

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

fi R->R f1: Ry - R foill, +o - R* fz: R—>]1,+0o]
! fo = log(f3) 1 - 1 X
x - log(——) 2 g2 fz P X + e
1+e™* fa
D: =1]1,+| D =R
f ‘ f:
f=hefz°f3 2 c R* \ ’

Définitions restreintes a la composition
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R->R fi: Ry - R f>:]1, 40| - fz3: R—>]1,+o0]
X - 108(1+2-x) f2 = log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
D = 11,400 D =R
f=hefz°f3 f. = [\ &

Définitions restreintes a la composition
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UNIVERSITE DE

TOULON

Mathématiques / Fonctions composées

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

fiR->R fi: - R f2:11,+00[ = [0,1]  f5: R = 1, oo
x ~ log( - ) f2 + log(f2) fs |—>fi x> 1l+e™

1+e~X

Df:

De =]1,4+0| D¢, =R
=11, f
f=hefz°f3 ' Q[R’_‘:\ 2 3

Définitions restreintes a la composition
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R->R fi: 10,1] —» f2:]11,+0[ = J0,1]  fo: R—>]1, +oof
X - 108(1+2-x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
D, =10,1 De = 11,400 D., =R
f=hefz°f3 =104 f. = | &
Im(f;) =10,1] Im(f;) =11, 4o

-———
o
-
-
-
-
-~

Définitions restreintes a la composition
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UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées o TOULON

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

fi R- f1: 10,1 - R- f2:]11,+0[ = J0,1]  fo: R—>]1, +oof
X - 108(1+2-x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
D =10,1 D = 11,40
f=hefz°f3 n= 100 . = |
Im(f;) =10,1] Im(f;) =11, 4o

o

Caractérisation de f
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions composées 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]
f: R-> R: fi:10,1[ - R* f2:11,40[ > 10,1[  £: R - |1, +oo|

1
1+e—*

F=fiofrof S <
T () = B ) ]0,1[\ _ 11, oo

x ~ log( ) f2 P~ log(f2) f3 |—>f—13 x> 1l+e™*

Im(fj) € Ds,_,2<j<3
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
x ~ log( - ) f2 + log(f2) fs |—>fi x> 1l+e™

1+e~X

Dfl = ]0,1[ C sz = ]1,+00[ - Df3 =R
f=fiofef S =
R Im(f,) = R\ Im(f,) = ]0,1[\ Im(fy) = 11, +oo]

Im(fj) C ij_l,Z <j < 3etf; dérivablesur Dr,1 <i <3
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
x ~ log( - ) f2 + log(f2) fs |—>fi x> 1l+e™

1+e~X

Dfl = ]0,1[ C sz = ]1,+00[ - Df3 =R
f=fiofef S =
R Im(f,) = R\ Im(f,) = ]0,1[\ Im(fy) = 11, +oo]

Im(fj) C ij_l,Z <j < 3etf; dérivablesur Dr,1 <i <3

Les conditions pour la dérivation de fonction composée sont
satisfaites
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X - 108(1+2-x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™

f=hofaefs

af

=

Dérivation de fonction composée
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UNIVERSITE DE

TOULON

Mathématiques / Fonctions composées

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X - log(1+2_x) fa e fs |—>f—13 x> 1l+e™

f=hefz°f3

df _df, dfs dfs

dx dfs; dx
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X 108(1+e_x) f2 + log(f2) fz P x> 1l+e™
d 1
f=fefaefs d_;l:]?z
df _dfy Al dfs

dx — df, fz dx
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am UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

fiR>R" fi: 101[ > R* fi11,40[ > 101[ £ R > |1, +oo]
X 108(1+e_x) f2 = log(f2) fs |—>fi X -
Lo f e dh_ 1 df, __ 1

f=fefaefs TR i, 72

af _df dfz

dx df; df3
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am UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R-> R fi: 10,1 - RX f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
Cfoof o a1 df, _ 1

f=fiofaofy Tl T

af _dh df2

dx df; df3

=(1+e™) =)+ (™)
f+9)=f+yg
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am UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R-> R fi: 10,1 - RX f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
Cfoof o a1 df, _ 1

f=fiofaofy Tl T

af _dh df2

dx df; df3

=1+e™)' =)+ E™*) =0+ ((—e7*) =
() =0

ax\! ——_ ax
(e?) = qe
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am UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—-> R fi: 10,1] - RZ f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
—fof o ah _ dfy _ dfs _

f=hefefs i, T —==

af _dfr dfs dfs
dx df df3
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am UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions composées == TOULON

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]
f: R->R: fi: 101 > R f2:11,40[ > 10,1[  £: R - |1, +oo|

X - log(1+e_x) f2 ~ log(f2) fz P f—13 x> 1l+e™

dfy 1 df, 1 df;
— o o —_ = — _— — - = _p—X

f fl f2 f3 dfz f2 df3 f32 dx e
d d d d 1 1
af _dh df dfs 1 1 . _ 1
dx df; df3 dx  f; I f2
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—> R fi: 10,1] - RZ :]1,+00] - |0,1]  f;: R > ]1, 400
X 108(1+e_x) f2 + log(f2) fz P x> 1l+e™
oo df _ 1 df; 1 dfs 4
f_fl f2 f3 de f2 d_fB—_E E—_e
o sl 1L 1 L
dx ~df, " dfy dx f5* o Q%Z/ ngz
1 1
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R > R* fi: 101[ > R™ fo:11,4+00[ > 101[  fy: R - |1, +oo]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) fz P fi x> 1l+e™
o f . df _ 1 dfz 1 dfs  _,

f_fl f2 f3 de f2 d_fB—_E E—_e

ﬂ df dfz df3_l _i e 1 e_xz izi

I dp AR TR TR T TR TN
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R>R" fi: 10,1[ » R* fi11,+0[ 5 101[ /.1 R - |1, +oo|
X 108(1+e_x) f2 = log(f2) fs |—>f—13 X -
oo dh _ 1 df 1 dfs _ _,
f_fl f2 f3 de f2 d_fB—_E E—_e
df df; dfz df3 1 1 ., 1 e i et e
o dn jafs A h TR TRXgE T X T
N—
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R > R" f1:10,1[ = R* fo:11,4+00[ > 101[  fy: R - |1, +oo]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) fz P fi x> 1l+e™
o f . df _ 1 dfz 1 dfs  _,
f_fl f2 f3 de f2 d_fB—_E E—_e
af _df; dfz df3_l _i x_ 1 i_ ize_xz e
dx " df, _ifg BT TR T foige
e
N 1+e™* ° —x

e ¥*=14+ee*-1
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—> R* fi: 10,1 » R® f:11,40[ 5 10,1[  fy: R = ]1, +o0]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) fz P fi x> 1l+e™
oo df _ 1 df; 1 dfs 4

f_fl f2 f3 de f2 d_fB—_E E—_e

df df; dfz df3_ 1 1 ., 1 e i_e‘x_ e

axmaf,af " ax TR T TR R TR TR T e

I+e™ -1 (1+e™)-1
14+ex 1+e™*
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—> R* fi: 10,1 » R® f:11,40[ 5 10,1[  fy: R = ]1, +o0]
X - log(1+e_x) f2 + log(f2) f3 |—>fi x> 1l+e™
oo df _ 1 df; 1 dfs 4

f_fl f2 f3 de f2 d_f3_ _E E— —e

df df; dfz df3 1 1 ., 1 e i et e

axmap,df ax R TR T TR T TR Tive

1+e™* -1 —

1+e™* 1+e X =1-I—e‘x_1+e‘x
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- UNIVERSITE DE
Mathématiques / Fonctions composées @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R->RZ f1: 10,1 - R- f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
1 1 -
X - log(1+e_x) f2 = log(f2) fz P Z x—1l+e
dfy 1 df, 1 df;

— o o —_— —_— - = _p—X
f fl f2 f3 dfz f2 df3 f32 dx e
d d d d 1 1 1 X X X X
af _df dfs f3——><——><—ex= ><62=f3><e—2=e _ e _
dx df; df3 dx [ 2% f2 f f3 fz 1l+te

I+e™ -1 (1+4+e*)-1 I 1
 14e™* 14ex e~x 1+e™*

1+
N—
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UNIVERSITE DE

TOULON

Mathématiques / Fonctions composées

Exemple[Fonction dérivée de fonctions composées]

f: R—-R- f1: 10,1 - R- f2:11, 400 = ]0,1[  f3: R > ]1, +oo]
] 1 —X
X - log(1+e_x) f2 = log(f2) fz P Z x—1l+e
dfy 1 df, 1 df;

— o o —_— = — s = = _—_pX
f fl f2 f3 dfz f2 df3 f32 dx e
d d d d 1 1 1 —x e e™* e X
_f fl f2 f3——)(——>(—€x= Xezzfgx_zz — —
dx df; df3 dx [ 2% f2 f f3 fz 1l+te

1+e™ -1 (1+e‘x)—1 1+e™* 1 _ 1
1 4ex 1+e™* T 14eX 14eX 1+e™*
= avec og(x) = (Sigmoide)

14+e*
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques @ Li5S ==ToULON

Fonction de colit

m
L= t®log(p®) + (1 - %) log(1 - p®)
k=1
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques @ Li5S ==ToULON

Fonction de colit

m
1
L= _EE t %) log + (1 — t(")) log (1 — )
k=1

Fonction d’activation
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques @ Li5S ==ToULON

Fonction de colit

m
1 1 1
L=——2t(")log< >+(1—t("))log<1— )
m 1+e B

k=1 1+e
1

()
P T 1 e

Fonction d’activation

Fonction d’agrégation
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques @ Li5S ==ToULON

Fonction de colit

m
1 1 1
L=——2t(")log< - >+(1—t("))log<1— - )
mk=1 1+e <~i=1 14+ e~ &i=1

Il ne s’agit pas d’'une fonction réelle mais d’'une
fonction réelle a plusieurs variables
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Espace vectoriel sur R 2 == TOULON
Définition| ]
Soit n € N*, soit R" 'ensemble des n-uplets de réels X = (x4, ..., x,,) et
soient les opérations:
B Addition: X +Y = (x; + y4, ..., Xy + Vi)
B Multiplication par un scalaire: AX = (x4, ...,Ax,,),A € R

Muni de ces deux opérations, est un sur R.
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—— UNIVERSITE DE
Mathématiques / Espace vectoriel sur R @ Li5 ==TtouLoN

Définition| et ]
Tout élément X = (x4, ..., x,,) de R" est appelé et chaque x; est
appelé de X.
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Mathématiques / Espace vectoriel sur R @LiO == EI'NgEGSII.TCé)ﬁ
Définition| et ]
Tout élément X = (x4, ..., x,,) de R" est appelé et chaque x; est
appelé de X.
Définition| ]
On appelle , hoté 0, le vecteur dont toutes les coordonnées sont

égales a 0.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Espace vectoriel sur R 2 Z=TOULON

Définition| et ]

Soit R™ un espace vectoriel. lensemble {E;},1 < i < n composé des

vecteurs E; = (el, ey €y ey Ep ) avece; = 1sij = iet0sinon est appelé
de R™. Tout vecteur X = (x4, ..., x,,) € R" peut alors étre

obtenu de facon unique par:

On appelle alors n la de R".
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Mathématiques / Espace vectoriel sur R n == tJI'NclgEljsll.Tcéﬁi
Définition| ]
Soit R™ un espace vectoriel et soient X = (x4, ..., x,) etY = (y4, ..., V,)
deux vecteurs de R™. Le de X etY, noté , est défini par:
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Espace vectoriel sur R @ Li5 ==TtouLoN

Définition| ]
Soit R™ un espace vectoriel et soient X = (x¢, ..., x,) etY = (y4, ..., V)
deux vecteurs de R™. Le de X etY, noté , est défini par:

Propriétés[Produit scalaire]
Soient X,Y,Z € R™ et soient A, u € R. On a:

BX-Y=Y-X
BAX+uY) Z=2X-2)+u(ly-2)
BMX - X>20avecX - X=0X=0
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Mathématiques / Espace vectoriel sur R n == tJI'NclgEljsll.Tc%[I)i
Définition| ]
Soit X = (x4, ..., x,,) € R". La de X, notée est définie par:

Intelligence Artificielle - 206 / 405



am NIVERSITE DE

Mathématiques / Espace vectoriel sur R @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit X = (x4, ..., x,,) € R". La de X, notée est définie par:

Propriétés[Norme d’un vecteur]
Pour tout X,Y € R" et pour tout 4 € R:

B||X|]|=0avec||lX||=0eX=0
m [ AX]] = [A]llX]

mX+ Y| <X+ Y]
m|X]|=|X|sin=1
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 == TOULON
Définition| ]
Soitn € N*. Une fonction f: Dy € E — G est appelée
si E = R™ et G = R. Elle s’écrit alors:

Les n coordonnées x4, ..., X,, du vecteur X sont appelées de f.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions a n variables @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soitn € N*. Une fonction f: Dy € E — G est appelée
si E = R™ et G = R. Elle s’écrit alors:

Les n coordonnées x4, ..., X,, du vecteur X sont appelées de f.

Remarque[Fonction réelle a n variables]

Une fonction a n variables f: D € R™ — R associe a un élément X de R"
un élément f(X) de R.
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction réelle a n variables]
Z: R*" > R
X=(xg..,xp) »wix; ++wyx,+b
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction réelle a n variables]

Z: R"—-> R
X =(x .., = Wy, et wyx, +b

n variables: x4, ..., X,
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction réelle a n variables]
Z: R*" > R
X=(xg..,xp) »wix; ++wyx,+b

n variables: x4, ..., X,

Z: R - R
W= S ZF 21 SETTE SR

n + 1 variables: wq, ...,w,, b
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction réelle a n variables]
Z: R*" > R
X =(xq, ..., xy) » wy Wy, b

n variables: x4, ..., X,

. n+1 A , .
Z: R™* >R Méme écriture
W = (Wl, ey Wh, b) = x1 xn

n + 1 variables: wq, ...,w,, b
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

Exemple[Fonction réelle a n variables]
Z: R™ - R
X =(xq, ..., xy) » wy Wy, b

n variables: x4, ..., X,

. n+1 A , .
Z: R™* >R Méme écriture
W = (Wl, ey Wh, b) = x1 xn

n + 1 variables: wq, ...,w,, b

Attention: Une méme écriture de fonction peut avoir différentes variables
selon le contexte. La détermination des variables dépend du probleme
considéré.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonctions a n variables @ Li5 ==TtouLoN

Propriétés[Fonction réelle a n variables]

Les notions de définition, ensemble de définition, image, antécédent et
ensemble image restent inchangées.
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

C

Propriétés[Fonction réelle a n variables]

Les notions de définition, ensemble de définition, image, antécédent et
ensemble image restent inchangées.

Vocabulaire[Vecteur et ]

Dans le cadre des fonctions réelles a n variables, un élément de R peut
étre appelé:

M Vecteur pour désigner déplacement ou une direction

O Pour désigner une position ou une fonction est évaluée
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonctions a n variables 2 Z=TOULON

C

Propriétés[Fonction réelle a n variables]

Les notions de définition, ensemble de définition, image, antécédent et
ensemble image restent inchangées.

Vocabulaire[Vecteur et ]

Dans le cadre des fonctions réelles a n variables, un élément de R peut
étre appelé:

M Vecteur pour désigner déplacement ou une direction

O Pour désigner une position ou une fonction est évaluée

Quelles sont les propriétés des fonctions a n variables:

Limite ? Continuité ? Dérivée ? Extremum ?
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Mathématiques / Limite de fonction a n variables @LiO == EI'NgEGSII.TSﬁ
Définition| ]
Soit E € R". Un vecteur X, € R" est dit a E si:
U'ensemble des vecteurs adhérents a E, appelé de E, est noté

X est adhérent a E s'il existe des vecteurs de E
arbitrairement proches de X, sans que celui-ci
n‘appartienne nécessairement a E.
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Limite de fonction a n variables @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Dy € R™ — R et soit X, € Dy. On dit que:

- f admet une finie en X, s’il existe [ € R tel que:
- f admet pour en X si:

- [ admet pour en X si:

On note alors la limite de f en X,.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Limite de fonction a n variables 2 == TOULON
Définition| ]
Soit f: Dy € R™ — R et soit X, € Dy. On dit que:

- f admet une finie en X, s’il existe [ € R tel que:
- f admet pour en X si:

- [ admet pour en X si:

On note alors la limite de f en X,.

Dans le cas a 1 variable, la norme ||x|| est égale a la valeur absolue |x|
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Limite de fonction a n variables 2 Z=TOULON

Propriétés[Limite de fonction a n variables]
Pour une fonction f: D € R"™ — R, au vu de la définition de la limite d’une
fonction a n variables, les propriétés suivantes

B Unicité de la limite: méme démonstration avec || X]|| au lieu de |x]|
B Continuité: f est continue en Xy € Df si thg(l f(X) =f(Xp)
—X0
B Propriétés opératoires: thg(l (f(X) + g(X)), th&l (f(X) x g(X)),
—A0 —A0
Jim (F(0/g(0)

En revanche, les notions de limites latérales nont plus de sens pour n = 2.

Pour R™, n = 2 un vecteur X peut étre approché par
une infinité de directions
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Peut-on dériver une
fonction a nn variables ?
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g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Rappel[Dérivabilité / Dérivée]

Une fonction f: Dr € R — R est derivable en x,; € Dy sile taux
d’accroissement en x, admet une limite finie. Plus formellement:

a h) — a /
llg(l)f(x + })l f(x )=f(xa)eR

On appelle alors dérivée de f en x, la valeur f'(x,).
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Intuition[Dérivabilité / Dérivée de fonction a n variables]

Pour qu’une fonction f: Dy © - R, soit derivable en X, € Dy le
taux d’accroissement en doit admettre une limite finie.
_I_ —_
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am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Intuition[Dérivabilité / Dérivée de fonction a n variables]

Pour qu’une fonction f: Dy © - R, soit derivable en X, € Dy le
taux d’accroissement en doit admettre une limite finie.
_I_ —_
limf T A )=f’( ) ER

Probleme: La division par un vecteur n’existe pas.

Une fonction f: Df © R™ - R,n = 2 n’est pas dérivable au sens de la
définition usuelle.

Quel concept peut se substituer ?
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Une fonction réelle a n variables f est enX, = (ay,..,a, ) € Df
s’il existe G = (g4, ..., g) € R" et une fonction réelle a n variables € telle

que }Im}) g(H) = 0 qui vérifient:

L avec

Pour aller plus loin: https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Une fonction réelle a n variables f est enX, = (ay,..,a, ) € Df
s’il existe G = (g4, ..., g) € R" et une fonction réelle a n variables € telle

que }Im}) g(H) = 0 qui vérifient:

L avec

Comment déterminer G ? En « découpant » f
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit f: Dy € R"™ - RquiaX = (xq,...,x,) € Df associe f(X) € R, soit
X, =(ay,...,ay) € Dretsoiti EN,1 <i<n.
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Mathématiques / Fonction différentiable n == EI'N(ISEGSII.TCE)[E
Définition| ]
Soit f: Dy € R"™ - RquiaX = (xq,...,x,) € Df associe f(X) € R, soit
X, =(ay,...,ap) EDretsoiti eN, 1 <i<n.l de f
en X, selon la variable x; est une fonction notée telle que:
Ou
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Application partielle]

A R" - R
X =g .., xp) »wix; ++wyx, +b
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Application partielle]

A R" - R
X =g .., xp) »wix; ++wyx, +b

X, =(aq,...,a;..,a,)

Choix d’un point
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == EI'NgEljSII.TSﬁ

Exemple[Application partielle]

A R" - R
X =g .., xp) »wix; ++wyx, +b

Xa = (al' neny ) wun ) Cln))
X .= (a1; ery ) ---;an)

Remplacement de la
composante i
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Exemple[Application partielle]

A R" - R
X =g .., xp) »wix; ++wyx, +b

Xa — (al) ) ) ;an)
Xalai‘_xi — (a1; sy Ay ;an)
ZiXa: R—-R /
X; P> Wil F e Wit e Wy, + b Application partielle

o de z en X, selon x;
Les a; (j # i) sont des constantes
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Mathématiques / Fonction différentiable n == EI'NCISEGSII.TS[E
Définition| ]
Soit f: Dy € R"™ - RquiaX = (xq,...,x,) € Df associe f(X) € R, soit
X, =(ay,...,ay) EDretsoiti EN, 1 <i<n.la de f par

rapport a x; en X, est la dérivée en a;, si elle existe, de I'application partielle
de f en X, selon la variable x;. Plus formellement:
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Définition| ]
Soit f: Dy € R"™ - RquiaX = (xq,...,x,) € Df associe f(X) € R, soit
X, =(ay,...,ay) EDretsoiti EN, 1 <i<n.la de f par

rapport a x; en X, est la dérivée en a;, si elle existe, de I'application partielle
de f en X, selon la variable x;. Plus formellement:

d:d rond /curly d (rounded d, partial)
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +F+wix; +-+wyx, +b
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NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +F+wix; +-+wyx, +b

et soit X, = (a4, ...,q;, ..., a,)
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +-F+wix, +-+wyx, +b

et soit X, = (a4, ...,q;, ..., a,)

onaalors z"%(X,) = wya; + -+ wix, + -+ wypa, + b

Application partielle
de z en X, selon x;

Intelligence Artificielle - 238 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +F+wix; +-+wyx, +b

et soit X, = (a4, ...,q;, ..., a,)

on a alors ZiX“(Xa) =wia; +--+wx;+--+wya, +b

0z '
E(Xa) = (Zixa) (a;)
l
Xa
_ af; (a)) Dérivée partielle de z
dxl-

en X, selon x;
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +F+wix; +-+wyx, +b

et soit X, = (a4, ...,q;, ..., a,)

X
onaalorsz. *(X,) = twixg +

Constantes
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Exemple[Dérivée partielle]

Soit z: R* - R
X=X, Xp) Pwixy +F+wix; +-+wyx, +b

et soit X, = (a4, ...,q;, ..., a,)

on a alors ZX“(Xa) =

0z dzXa

T(Xa) = ( ) (a;) = d;Ci (a;) =

Dérivée partielle de z
en X, pour x; = a;
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Df C R" > Retsoiti € N,1 <i <n,telsquela
dérivée partielle de f par rapport a x; existe en tout point de Dy.
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Df C R" > Retsoiti € N,1 <i <n,telsquela

dérivée partielle de f par rapport a x; existe en tout point de Dr. On appelle
de f par rapport a x; la fonction:
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 == TOULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Df C R" > Retsoiti € N,1 <i <n,telsquela

dérivée partielle de f par rapport a x; existe en tout point de Dr. On appelle
de f par rapport a x; la fonction:

On appelle indistinctement dérivee partielle la valeur (Xa) et la
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit une fonction f: Df C R" > Retsoiti € N,1 <i <n,telsquela

dérivée partielle de f par rapport a x; existe en tout point de Dr. On appelle
de f par rapport a x; la fonction:

On appelle indistinctement dérivee partielle la valeur (Xa) et la

Attention: Contrairement aux applications partielles, les fonctions dérivées
partielles sont des fonctions a n variables
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiGO EEI'NgEGSII.Tgﬁ

Application[Fonction dérivée partielle]

of
0x;
toutes les autres variables de f comme des constantes.

Pour calculer — on dérive I'expression de f par rapport a x; en considérant
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == LJI'NclgEljsll.Tcéﬁj

Application[Fonction dérivée partielle]

a V4 [ ] \ . V4
Pour calculer % on dérive I'expression de f par rapport a x; en considérant
i

toutes les autres variables de f comme des constantes.

Exemple[Fonction dérivée partielle]

Soit f:Dr C R* - R
(x1,x5) © (x;1 —1)% 4+ 2(x, + 0.5)% + 0.5x,x,
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == LJI'NclsEljsll.TcE)[ﬁ

Application[Fonction dérivée partielle]

a V4 [ ] \ . V4
Pour calculer a){ on dérive I'expression de f par rapport a x; en considérant
l

toutes les autres variables de f comme des constantes.

Exemple[Fonction dérivée partielle]

Soit f:Dr C R* - R

(Xl,xz) =

, |

Ox X4 (xlixZ) —
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiGO EEI'NgEGSII.Tgﬁ

Application[Fonction dérivée partielle]

of
0x;
toutes les autres variables de f comme des constantes.

Pour calculer — on dérive I'expression de f par rapport a x; en considérant
l

Exemple[Fonction dérivée partielle]

Soit f:Dr C R* - R
(Xl,xz) = + +

a (xl, xZ) — 2(X1 - 1) + 0 5x2
X1
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiGO EEI'NgEGSII.Tgﬁ

Proposition| ]
Soit une fonction f: Dr € R™ — R différentiable en X, = (a4, ..., a,) € D
avec G = (g4, ..., gn). Pour tout i €N,1 <i<n,l'application partielle fiX“

est dérivableen a; et g; = axl (Xa)
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Mathématiques / Fonction différentiable @LiO == UNgEGSII.TCé)Eﬁ

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]

Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:
f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = avech € R*etE; = (0,...,1,...,0) un vecteur de base de R"
f(Xq+hE) =hE; -G+ € + f(Xa)
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am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"
f(Xq + hEy) = + [|RE;|[e(hE;) + f(Xq)

f(Xq + hE;) =

= (01, 0) - (g e G)
=h(0xg;+-+1xg;+-+0xg,)=
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Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"
f(Xq + hE;)) = hE; - G + e(hE;) + f(Xq)

f(X, + hE;) = hg; + |1 e(hE;) ...

hE; = h(0, ..., 1,...,0) = (0, ..., h, ..., 0)
— ”(O) ---;h; ,O)” — hz —
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"
f(X, + hE;) = hE; - G + ||hE;||le(hE;) +

f(Xq + hE;) = hg; + |hle(hE;) +
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Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"

f(Xq + hE;) = hg; + |hle(hE;) +
f(Xq + hE;) = hg; + |hle(hE;) +
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"

f(X, + hE) = hg; + |hle(hE) + £ (ay)
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Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"
= hg; + |hle(hE) + f;*(a)
= hg; + |hle(hE) + f;*(a))

= f((aq, -, aj oo, an) + (0, ..., b, ..., 0))
= f(aq, ...,a; + h,...,a,) = f(Xa|ai<—ai+h) -
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ..., 0) un vecteur de base de R"
f(Xq + hE;) = hg; + |hle(hE) + f7°(a)

f%(a; + h) = hg; + |hle(hE;) +

l

f'Xd(ai + h) — = hgl + |h|€(hEl)

l o
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]

Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:
f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,

Soit H = hE; avec etE; = (0,...,1,...,0) un vecteur de base de R™

f(X, + hE) = hg; + |hle(hE) + £ (ay)
f**(a; + h) = hg; + |hle(hE) + f7*(ay)

l

f74(a; + h) = f74(a;) = hg; + |hle(hE)

l

@it —f @) _ | |hle(hEy
n =gt Division par h # 0
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Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

f7 4t~ @) _
h

|hle(hE;)
h

gi t
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

X X
fi “lai+h)—f7%(a)) _ | |hle(hEY)
h =9t
X X
f{ ai+h)—f; %(a;) |h|e(RE;)
=l g; +

h h
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

X X
fi *laith)—f7%(a) | |hle(hEy)
h =9ty
Xa(,. _Xag,. .
lim f; “(aij+h)—f; “(a;) _ lim |hle(hEy) _ 0
h—0 h h—0

|hle(hE))| N —
A _ car [50] = e(hED| = |e(H)]

h=0 h etlime(H) =0
h—0
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

X X
fi “lai+h)—f7%(a)) _ | |hle(hEY)
h =9t
: fiXa (aj+h) _fiXa (ai) :
lim = lim g;

i_I)I(l) g; = g; ne dépend pas de h
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

T el GO b i GO

pim . gi g; existe et est fini

X . ,
fl. % est une fonction réelle

Intelligence Artificielle - 265 / 405



g™ UNIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction différentiable @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

= i

— Yi Définition de la dérivée
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Démonstration[Fonction Différentiable et dérivées partielles]
Si f est différentiable alors il existe G = (g4, ..., g»,) tel que:

f(X,+H)=H -G+ ||H||le(H)+ f(X,),avecH =X — X,
Soit H = hE; avech € R* et E; = (0, ..., 1, ...,0) un vecteur de base de R"

| e ai+n) - % a)
1m = gi
h—0 h

= g Définition de |la dérivée partielle

= Yi
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Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Théoreme| ]

Soit une fonction f: Dr € R™ — R différentiable en X, = (a4, ..., a,) € D
avec G = (g4, ..., gn). Pourtouti € N,1 < i < n, I'application partielle fiX“

est derivable en a; et

Attention: La réciproque du théoreme n’est pas vraie. Une fonction a n
variables peut admettre ses n derivées partielles en X, mais ne pas y étre
différentiable.
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Théoréeme]| ]
Soit une fonction f: Dr € R™ — R différentiable en X, = (a4, ..., a,) € D
avec G = (g4, ..., gn). Pourtouti € N,1 < i < n, I'application partielle fiX“

est derivable en a; et

Attention: La réciproque du théoreme n’est pas vraie. Une fonction a n
variables peut admettre ses n derivées partielles en X, mais ne pas y étre
différentiable.

Existe-t-il des cas ou cette réciproque est vraie ?
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Théoreme| ]
Soit une fonction f: D € R"™ - Ret X, = (ay, ...,a,) € Df.Silesn
0 G,
fonctions dérivées partielles a; a; existent au voisinage de X, et sont
1 n

continues en X, alors f est differentiable en X, .
[Voir Preuve]
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Mathématiques / Fonction différentiable n == tJI'NclsEljsll.Téﬁ
Théoreme| ]
Soit une fonction f: D € R"™ - Ret X, = (ay, ...,a,) € Df.Silesn
f of

fonctions dérivées partielles — existent au voisinage de X, et sont

0x1’ ~~ O0xny

continues en X, alors f est differentiable en X, .
[Voir Preuve]

Extension| ]

Si les n fonctions dérivées partielles existent et sont continues sur D¢ alors f
est differentiable en tout point de Df. On dit que f est de sur De.
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Mathématiques / Fonction différentiable 2 Z=TOULON

Détermination[Fonction différentiable]

Comment savoir si une fonction f: Df € R™ — R est différentiable sur Df ?
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Détermination[Fonction différentiable]

Comment savoir si une fonction f: Df € R™ — R est différentiable sur Df ?

of of
lculer —, ..., —
Calcule o O

Intelligence Artificielle - 273 / 405



am NIVERSITE DE
y- |
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Détermination[Fonction différentiable]

Comment savoir si une fonction f: Df € R™ — R est différentiable sur Df ?

of of
lculer —, ..., —
Calcule o’

0 : 0 :
Une A n’existe pas Toutes les o7 existent
dx; dxi
c s 0
Continuité de 2L
6xi

f non différentiable

Intelligence Artificielle - 274 / 405



Mathématiques / Fonction différentiable @LiGO EEI%EGSII.TEEI’G

Détermination[Fonction différentiable]

Comment savoir si une fonction f: Df € R™ — R est différentiable sur Df ?

of  of

Calculer —, ...
0x1’  ~ 0xy

G, 0
Une A n’existe pas Toutes les o7 existent
dx; dx;
0
Continuité de or
0x;
d
Toute les a7 continues
0x;
sur Dy

f non différentiable Non concluant
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Définition| ]
Soit f: Df € R™ - Ret X, € Dy tel que les n dérivées partielles de f
existent en X,. On appelle de f en X, noté , le vecteur

dont les composantes sont les n dérivées partielles de f:
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Mathématiques / Gradient 2 == TOULON
Définition| ]
Soit f: Df € R™ - Ret X, € Dy tel que les n dérivées partielles de f
existent en X,. On appelle de f en X, noté , le vecteur

dont les composantes sont les n dérivées partielles de f:

Nabla (del)
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Définition| ]
Soit f: Df € R™ - Ret X, € Dy tel que les n dérivées partielles de f
existent en X,. On appelle de f en X, noté , le vecteur

dont les composantes sont les n dérivées partielles de f:

Propriété[Gradient]
Si f est différentiable en X, alors G = Vf(X,) et on a:

fXg+H)=H- -Vf(Xy) + |Hlle(H) + f(X,)
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Définition| ]
Soit f une fonction réelle a n variables. Si les n dérivées partielles de f
existent en tout point de Dy, on appelle , hotée '/, |la

fonction définie par:
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Définition| ]
Soit f une fonction réelle a n variables. Si les n dérivées partielles de f
existent en tout point de Dy, on appelle , hotée '/, |la

fonction définie par:

La fonction gradient a son image dans R"
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Exemple[Gradient]

Soit f:D; € R% - R
(x1, %) & (x; —1)% + 2(x, + 0.5)% + 0.5x,x,
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Exemple[Gradient]

Soit f:D; € R% - R
(x1, %) & (x; —1)% + 2(x, + 0.5)% + 0.5x,x,

af

Fw — (x4,x5) = 2(x; — 1) + 0.5x,
X1

0
af (x1,x,) = 4(x, + 0.5) + 0.5x,
X7
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Exemple[Gradient]

Soit f:D; € R% - R
(x1, %) & (x; —1)% + 2(x, + 0.5)% + 0.5x,x,

af

Fw — (x4,x5) = 2(x; — 1) + 0.5x,
X1

0
af (x1,x,) = 4(x, + 0.5) + 0.5x,
X7

Vf(x1,x3) = (af (x1»x2) (x1»xz))

axl

= (2(x; —1) + 0.5x,,4(x, + 0.5) + 0.5x,)
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Mathématiques / Gradient @ Li5S ==ToULON

Exemple[Gradient]

Soit f:D; € R% - R
(x1, %) & (x; —1)% + 2(x, + 0.5)% + 0.5x,x,

6f — (x4,x,) = 2(x; — 1) + 0.5x, 6f — (x4,x,) = 4(x, + 0.5) + 0.5x,
dx4 0x;
Vf = ( (X1, %), 5 ax, (x1»xz))

= (2(x; — 1) + 0.5x,,4(x, + 0.5) + 0.5x,)

Intérét du gradient ?
Se comporte comme une dérivée
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Comment trouver le minimum
d’une fonction a n variables ?

Intelligence Artificielle - 285 / 405



Mathématiques / Recherche d’extremum @LiO == EI'NgEljSII.TSﬁ
Définition| ]
Soit E € R", un pointV € E est a E si:

I/ est intérieur a E si tous les vecteurs suffisamment proches
de IV appartiennent encore a E
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Mathématiques / Recherche d’extremum @LiO == EI'NgEGSII.TSﬁ
Définition| ]
Soit E € R", un pointV € E est a E si:
En particulier, tout point de R™ est a R™,

I/ est intérieur a E si tous les vecteurs suffisamment proches
de IV appartiennent encore a E
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Mathématiques / Recherche d’extremum

Définition| ]

—— UNIVERSITE DE
@ Li5O ==TouLoN

Soit E € R", un pointV € E est a E si:

En particulier, tout point de R™ est a R™,

Définition| ]

Un ensemble E € R" est si et seulement si tous ses points sont
intérieurs.
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5S ==ToULON
Définition| ]
Soit E € R", un pointV € E est a E si:

En particulier, tout point de R™ est a R™,

Définition| ]

Un ensemble E € R" est si et seulement si tous ses points sont
intérieurs.

Définition| ]

Un ensemble E € R" est si et seulement si:
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Analogie de notions

Dimension 1 Dimension n

Intervalle <¢==smm) Ensemble convexe

Intervalle ouvert <==) Quvert convexe
Dérivée <mmmmm) Gradient
)
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Théoreme| ( )]

Soit f: Df € R™ — IR. Si f admet un extremum local en un point intérieur
X, ou ses dérivees partielles existent alors:

[Voir Preuve]
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ( )]

Soit f: Df € R™ — RR. Si f admet un extremum local en un point intérieur
X, ou ses dérivees partielles existent alors:

[Voir Preuve]

Attention: La réciproque n’est pas vraie
(exemple de point selle).

Dans le cas général les X tels que Vf(X) =0
ne sont que des candidats aux extrema.

Est-ce qu’'une famille de fonctions
permet la réciproque ?
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Mathématiques / Recherche d’extremum @LiO == LJI'NclsEljsll.Tcé)[I)i
Définition| ]
Soit f: Df € R™ — R avec D convexe. La fonction f est Si:

[Voir Preuve]
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Mathématiques / Recherche d’extremum @LiO == EJllqclgEGSII.Tcé)tlﬁ
Définition| ]
Soit f: Df € R™ — R avec D convexe. La fonction f est Si:

Tout segment entre deux points sur le graphe
de la fonction passe au-dessus de celui-ci
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme| ]

Soit f: Df € R™ — R une fonction convexe et différentiable sur un ouvert Dy.
Le point X, € Drest un minimum global de f si et seulement si:

[Voir Preuve]
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Df € R" > R
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Df € R" > R

Calculer
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ L5 ==touLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Df € R" > R

Calculer

of

axi

continues
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ L5 ==touLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Df € R" > R

f
Calculer différentiable

of

axi

continues
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ L5 ==touLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Df € R" > R

Démontrer f
convexe

f
Calculer différentiable

of

axi
Demontrer continues
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Mathématiques / Recherche d’extremum @ L5 ==touLoN

Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Dy € R™ > R

Démontrer f
convexe

Calculer
/o
f
différentiable

Calculer

of

axi
Demontrer continues
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Méthode[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]
Soit f: Dy € R™ > R

Démontrer f
convexe

Résoudre > Mln (f)
f
différentiable

Calculer

of

axi
Demontrer continues

Intelligence Artificielle - 302 / 405



= UNIVERSITE DE
@ L15 2=ToULON

Cheminement

L

.\ Propriétés de L

4

Outils
mathématiques

L minimisée
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Fonction de colt / Propriétés @Li5S ==TtouLoN

Propriétés de la fonction de colit

m
== 13 (0 1og(p®) 4 (1 - ) log(1 - )
k=1
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

m
== 13 (0 1og(p®) 4 (1 - ) log(1 - )
k=1

Qu’est-ce qui fait varier L ?
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

m
L= z t® log(p®) + (1 — t™) 1og(1 — )
k=1
\ Qu’est-ce qui fait varier L ?

Facteur de normalisation: Constante
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

m

L= z log(¢™)) + (1 —t")log(1 — ™))

k=1

Qu’est-ce qui fait varier L ?

Valeurs cibles: Constantes

Intelligence Artificielle - 307 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

m

L= z log(cp(k)) + (1 — log(1 — @)
k=1

Qu’est-ce qui fait varier L ?

Nombres: Constantes
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

L= log(cp(k)) + (1 — log(1 — @)

\ Qu’est-ce qui fait varier L ?

Nombre d’exemples constant
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

L= (0) (1-9®)

Qu’est-ce qui fait varier L ?

log: Fonction fixe
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

<— Fonction d’activation
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Fonction de colt / Propriétés / Variables 2 == TOULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

o) = (2) = + p—z®

7

Nombres: Constantes
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Fonction de colt / Propriétés / Variables 2 == TOULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

‘P(k) = ‘P(Z(k)) — _ (k)

_|_
\ Fonction e: fixe
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Fonction de colt / Propriétés / Variables 2 == TOULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

(k) — (k)Y —
) = p(z") -

\ Fonction d’agrégation
|
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

n
Z(k) = z Wi ~+ b
=1

‘ Vecteurs de caracteristiques ne
dépendent pas du modele
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

(k) — (k)Y —
) = p(z") -

Z(k) = Wi+b

Somme identique pour tout AL

Intelligence Artificielle - 316 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Fonction de colt / Propriétés / Variables 2 == TOULON

Variables de la fonction de cout

Qu’est-ce qui fait varier L ?

(k) — (k)Y —
) = p(z") -

() —

L

Intelligence Artificielle - 317 / 405

Parametres du modele
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Fonction de colt / Propriétés / Variables @ Li5S ==ToULON

Variables de la fonction de cout

L=
A
Qu’est-ce qui fait varier L ?
o = (p(Z(k)) — o
Les parametres du modele
L) —

)

W={Wl-},1£i£n
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Fonction de colt / Propriétés / Variables 2 == TOULON

Variables de la fonction de cout

L: - E
- —%Z’,@”‘zl t ) Jog (go (Z(k) )) + (1 —t%™)log (1 — @ (z(k) ))

n

1
k _ K _E k
<p(z() )_1+€_Z(k) z (k) = > x;w;+b
i=1
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Fonction de colt / Propriétés @Li5S ==TtouLoN

Propriétés de la fonction de colit
L: R"™ S E

W —%Z}?ﬂ t ) log (QD (Z(k) (W))) + (1 — t(k)) log (1 — @ (Z(k) (W)))

n

2z (W) = z xfw; + b

=1

o (z0W)) =

14 2%

Composition ?
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

(W R %Z}?ﬂ t () og (qo (Z(k) (W))) +(1—t®)log (1 — @ (Z(k) (W)))
W3, (t<’<> log (<p (2 (W))) +(1—-t%9) log (1 — (2 (W))))

Le signe — est distribué
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W %Z;{nﬂ‘_ (toc) log (cp (200 (W))) + (1 - t®)1og (1 — ¢ (2® (W))))'
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

1
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

1
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Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E
1
W 527521 (W)

La composition apparait naturellement
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @L:i5 ==t1ouLON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, W) )| = =Sy 07 0 o2 (W)

L est la moyenne de fonctions composées
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Fonction de colt / Propriétés / Composition o TOULON

Composition de la fonction de cout )
n+1 p(x) = —x
L: R - FE 1+e
W - %Z;{’l:l{(k) o ¢ oz (W) zB W) = ’{‘zlxlkwi +b

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

Domaine de définition ? Ensemble Image ?
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Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, 0 0 g o 200 (W)

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

1
1+e X

p(x) =

n

zE W) = Z xfw; + b

i=1 . .
Produit scalaire

Intelligence Artificielle - 328 / 405



Fonction de colt / Propriétés / Composition I 2= TOULON
Composition de la fonction de colt | ,\
L: R*"™ S F

N

W =3, 0 0 g o 200 (W)

§\§

§\~

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

T~

\

0
1 e N
#(x) = 1+e™*
(o]
n
2OW) =) xfwi +b Dy = R™ N [m(z00) = R
=1

Définition de la sigmoide
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, 0 0 g o 200 (W)

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

1

(x) = TT o=x D, =R Im(p) =10,1]
n

zE (W) = Z xfw; + b Dm0 = R** Im(z%) =R
=1
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, 0 0 g o 200 (W)

209 (x) = —(t® log(x) + (1 — t¥) log(1 — x)) D, = 101[
fk — )

S ﬁ
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, 0 0 g o 200 (W)

209 (x) = —(t® log(x) + (1 — t¥) log(1 — x)) D, = 101[
fk — )

Im(tV log(x) + log(1—x)) =

Exclusion mutuelle
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit
L: R"™ S E

W =3, 0 0 g o 200 (W)

209 (x) = —(t® log(x) + (1 — t¥) log(1 — x)) D, = 101[
fk — )

Im(t(k) log(x) + (1 - t("))log(l —x)) = |—0,0| Attention au —
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Fonction de colt / Propriétés / Composition @ Li5S ==ToULON

Composition de la fonction de colit

L: R - -

W =3, 0 0 g o 200 (W)

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

D,w =10,1]
1
p(x) = T o7 D, =R Im(p) =10,1]
n
z (W) = z xfw; + b Dm0 = R** Im(z%) =R
i=1
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Fonction de colt / Propriétés / Composition 2 == TOULON

Composition de la fonction de colit
L: R*"1 - 10, +oof

W =3, 0 0 g o 200 (W)

8 (x) = —(t® 1log(x) + (1 — t ) log(1 — x))

Minimisation ?
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Démontrer f
convexe

Vous étes ici

Rappel

Résoudre

f

Calculer

différentiable

of

axi

Démontrer continues
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ANNEXE : Preuves & Démonstrations
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Soit f: Df SR - Retly, I, les limites de f en x, € Dy.
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Soit f: Df SR - Retly, I, les limites de f en x, € Dy.

Cas

1 e R e R

2 e R + o0

3 —00 400

3 cas possibles

Intelligence Artificielle - 339 / 405



am NIVERSITE DE
y- |

Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.

\

Définition des limites
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.

36; ERY Vx €D (0 <|x—xp| <8; = |[f(x) — ;] <)
SN—— A

o . 1 )
Doit étre vrai pour & = - L, — I,| € R*
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, €R} Yx €D (0< |x— x| < 8 = If(x) = Ly| < )
35, ER} Yx €Dy (0< |x —xol <& = |f(x) = L] < )
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
35, R} VX €Dy (0<|x— x| <0, = If() = LI <3 — L)

36, € R} Vx € Dy (O<|x—x0|< —>|f(X)—lz|<§|l1—lz|)

Soit = minl(o,
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.

36, € RL Vx € D¢ (O<|x—x0|<52—>

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

Vx € Df 0 <|x—xo| <8y — 5

Les deux assertions sont vraies pour §,,
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
16, € R} Vx € Ds (O <|x—xo|l <61 = If(x) — 4] <§|11 —lz|)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

L — L

1
Vx € Df 0 <|x—xo| <8y — 5 ?; la— b| = |b — a
3

I, — L,
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
16, € R} Vx € Ds (O <|x—xo|l <61 = If(x) — 4] <§|11 —lz|)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

L — L

1
Vx € Df 0 <|x—xo| <8y — 5 ?; la— b| = |b — a
3

I, — L,
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

lal Ic] Si|lal < c
( < et |b| < ¢
Vx € D 0 < |x — x| < 8y = - alors
\ < la + b| < 2c
b |c]
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

Soit §,,, = min(64,5,) Si lal < ¢

( < et |b| <c
VXEDf O<|X—XO|<5m_)< alors

k < la + b| < 2c

Vx € Df 0 <|x—x0| <& — <
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

35, R} Yx €Dy (0< |x —xol <& = [f(x) = L <31l — Ly])
Soit §,,, = min(d¢, 6,)
Vx € Dy 0 <|[x—xo| <8 = [y — f(x) + f(x) — L] <§|l1_lz|
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

VX € Dy 0 < |x — x| < 8 = Ly, '—12|<§|11—12|
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)

- |l — L] <§|l1_lz|

Toujours vrai car x, € D
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 1. Soit [, [, € R, [; # [, les limites de f en x, € Dy.
36, R} Yx €Dy (0< |x— x| <8 = If () = LI <3 — L)

Soit §,,, = min(d¢, 6,)
<6y~ |l — 1 <§|l1 — |

Contradiction
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Soit f: D S R - Retly, I, l; # I, leslimites de f en xy € Dy.

Cas

1 ER € R Impossible

2 e R + o0

3 —00 400
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

\

Définition des limites
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36; ERY Vx €D (0 <|x—xp| <8; = |[f(x) — ;] <)
VAER 36, ER} Vx € Dr (0 < [x —xo| <6, = f(x) > A)

Doit étre vrai pour € = 1
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx €Df (0<|x—xp| <8; = |f(x) - L] < 1)
VAER 36, ER} Vx € Dr (0 < [x —xo| <6, = f(x) > A)
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx €Df (0<|x—x| <8; - |f(x) - 11| <1)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xo| < 8, = f(x) > 4)

Doit étre vrai pour A = [; + 1
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx €Df (0<|x—x| <8; - |f(x) - 11| <1)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| < 8, = f(x) > )

Doit étre vrai pour A = [; + 1
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)

fO)—LI<T ->fl) <l +1
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)

fO)—LI<T ->fl) <l +1
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

30, ER} Vx €Df (0 <|x—xo| <6 = f(x) <l;+1)
30, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)

Soit =min(o.,
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ERY Vx € Dr (0 < [x — xp]| <6, —
Soit 8,,, = min(64, 65)

i

Vx € Df O<|x—x0|<5m—>{

Les deux assertions sont vraies pour 0,y
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.
36, ER} Vx €Df (0 <|x—xo| <8 - f(x) <y +1)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)
Soit 8,,, = min(64, 65)

. fx)y<l;+1
fx)y>1;+1

Toujours vrai car x, € Dy

Intelligence Artificielle - 364 / 405



am NIVERSITE DE

Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, [, = +oo les limites de f en x, € Dy.

36, ER} Vx €Df (0 <|x—xo| <8 - f(x) <y +1)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)
Soit 8,,, = min(64, 65)

. fx)<l;+1
fx)>1;+1

Contradiction
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Cas 2. Soit [; € R, les limites de f en x, € Dy.

36, ER} Vx €Df (0 <|x—xo| <8 - f(x) <y +1)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6, = f(x) >1; +1)
Soit 8,,, = min(64, 65)

. fx)<l;+1
fx)>1;+1

Contradiction

La variation avec [, = —oo se
contredit de la méme facon
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Soit f: D S R - Retly, I, l; # I, leslimites de f en xy € Dy.

Cas

1 e R e R

Impossible
2 e R + o0

3 —00 400
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.

\

Définition des limites
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
61 ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <6; = f(x) < 4)
6, ERY Vx € Dr (0 < [x —xo| <8 = f(x) > 4)

Doit étre vrai pour A = 0
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
36; ERY Vx € Dr (0 < [x —xp| <67 » f(x) <0)
36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xo| < 8, = f(x) > 0)

Doit étre vrai pour A = 0
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.

30, ER} Vx €D (0 < [x —xo| <) = f(x) <0)

36, ERY Vx € Dr (0 < [x —xo| < 6, = f(x) > 0)

Soit =min(o.,
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.

36, € R} Vx € Df (0 < |x — x| < & = )

Soit 5m = min(61,62) 0/
Vx € Df O<|x—x0|<5m—>{

Les deux assertions sont vraies pour 0,
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Mathématiques / Fonction / Limite 2 == TOULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
36, ER} Vx € Df (0 < [x —xo| <67 » f(x) <0)
36, E R} Vx € Dr (0 < |x —xo| < 8, = f(x) > 0)
Soit 8,,, = min(64, 65)

flx) <0
“1f () >0

Toujours vrai car x, € Dy
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Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
36, ER} Vx € Df (0 < [x —xo| <67 » f(x) <0)
36, E R} Vx € Dr (0 < |x —xo| < 8, = f(x) > 0)
Soit 8,,, = min(64, 65)

f(x) <0
1) >0

Contradiction
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]

Cas 3. Soit [; = —00,l, = +o0 les limites de f en x, € Dy.
36, ER} Vx € Df (0 < [x —xo| <67 » f(x) <0)

36, E R} Vx € Dr (0 < |x —xo| < 8, = f(x) > 0)

Soit 8,,, = min(64, 65)

f(x) <0
f(x) >0

Contradiction

La variation avec [; = +oetl, = —o0
se contredit de la méme facon
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Mathématiques / Fonction / Limite @ Li5 E=T0ULON

Démonstration[Unicité de la limite]
Soit f: D S R - Retly, I, l; # I, leslimites de f en xy € Dy.

Cas

1 e R e R

’) ER +o Impossible

3 —00 400

f ne peut avoir deux limites différentes

en un méme point
[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Fonction / Dérivation 2 Z=TOULON

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

f(x,+h)=hf"(x,) + heCh) + f(x,),avech = x — x, et }lirr(l)e =0
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

f(x,+h)=hf"(x,) + heCh) + f(x,),avech = x — x, et }lirr(l)e =0

Etude de la limite
quand h =» 0

Intelligence Artificielle - 379 / 405



Mathématiques / Fonction / Dérivation @ L5 ==touLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

f(x,+h)=hf"(x,) + heCh) + f(x,),avech = x — x, et }li_r)r(l)e =0
lim f(xq +R) = lim (hf' (xg) + he(h) + f(x)) )
}li_r)r(l) f(xqg+h) = hf'(xq) + he(h) + f(xq)

lim(f +g) =limf +1limg
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ L5 ==touLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

]lll_r)r(l) f(x,+h) = + 1111_r>r(1) he(h) + Illl_r>r(1) f(xy)

,lll_r)%f(xa +h) =

Vc € R lim(hc) =0
h—0
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Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

}Ll_r)r(l) fxg+h) = llll_r)r(l) hf'(xq) + + ’lll_{r(l) f(xq)

lim f(x, + h) =0
h—>0f ! lim(he(h)) = 0 car

et par définition de
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Mathématiques / Fonction / Dérivation 2 Z=TOULON

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

]lll_r)r(l) f(x,+h) = llllir(l) hf'(x,) + 1111_r>r(1) he(h) +

’llin(l)f(xa+h)=0+0

’llir%(c) = ¢ car h n’intervient pas
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ L5 ==touLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

lim f = f(xq)
lim f(k + h) = lim f(x)
zf(xa) ) S o
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

Définition de la continuité
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Mathématiques / Fonction / Dérivation @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Continuité d’une fonction dérivable]

Soit une fonction f: D & R — R dérivable en x, € Dy. Par définition:

Définition de la continuité

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Signe de dérivée et extremum local]

A Faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

f(x) = f(c)

X —C

Calcul du taux d’accroissement
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

feo) = f(c)
Minimum local ,—— '=7 . ——  Maximum local
lim 7 = lim L& lim 7= lim f®~f©
X—>C™ X—Cc™ X—C e Yol xX—>C~ X—C

Calcul des limites de T a gauche
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Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

O = f(©)
Minimum local ,—— '=7 . ——~ Maximum local
lim 7= lim £2709 g v ¢ = 0 — lim £ = lim £
X—>C™ X—Cc™ X—C ‘ e Yol e Yol X—C
fx) = fle) =0 f) = fle) =0

Il est admis que les limites conservent les inégalités larges
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

O = f(©)

Minimum local ,—— '=7 . ——~ Maximum local
lim 7 = lim L2 lim 7 = lim £2=1© 5 o
X—C~ X—C~ X—C X—C~ X—C~ X—C
lim 7 = lim L2 5 g lim 7 = lim £2=© -
x-ct x->ct x—c¢ x—ct x—ct x—c

Calcul des limites de T a droite
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Points stationnaires ( )]
Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est

dérivable et admet un extremum local.

O = f(©)
Minimum local ,—— '=7 . ——~ Maximum local
lim 7 = lim L2 lim 7 = lim £2=1© 5 o
X—C~ X—C~ X—C X—C~ X—C~ X—C
lim 7 = lim fE)=f(e) 0 x—c >0 lim 7 = lim [e)=r(e) 0
x-ct x->ct x—c¢ x—ct x—ct x—c
fx)=f(c) =0 fx)=f(c) =0

Il est admis que les limites conservent les inégalités larges
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Mathématiques / Fonction / Recherche d’extremum 2 Z=TOULON

Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

O = f(©)

Minimum local ,—— '=7 . ——~ Maximum local
lim 7 = lim L2 lim 7 = lim £2=L© 5 o
X—C~ X—C~ X—C X—C~ X—C~ X—C
lim 7 = lim L2 5 g lim 7 = lim £2=© -
x-ct x->ct x—c¢ x—ct x—ct x—c

f'(c)=limt = lim 7 = lim 7
X—C X—C X—C

Car f est dérivable et par le lien limite gauche / limite droite
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Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

O = f(©)
Minimum local ,—— '=7 . ——~ Maximum local

f'(c)=limt = lim 7 = lim 7
X—C X—C X—C

f'(c) doit valider les 2 hypothéses dans chaque cas
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Démonstration[Points stationnaires ( )]

Soit f: D € R — R, soit I = |a, b| € Dy et soit ¢ € I pour lequel f est
dérivable et admet un extremum local.

feo) = f(c)
Minimum local ,—— '=7 . ——  Maximum local
lim 7 = lim %27/ lim 7= lim [®~f©
X—>C™ X—Cc™ X—C Yol e Yo X—C
x-ct x->ct x—c¢ x—ct x—ct x—c

f'(c)=Ilim7t=lim 7 = lim Tdonc f'(c) =0

X—C X—>C™ x-ct

Seul 0 valide les hypotheses  [Retour au théoréme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Propriété[Fonction convexe / dérivée]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Minimum d’une fonction convexe]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Dérivation de fonctions composées (Chain rule)]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Condition suffisante de différentiabilité]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Preuve[Points stationnaires en dimension n (Fermat)]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Démonstration[Fonction convexe en dimension 1]

A faire...

[Retour au théoreme]
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Mathématiques / Preuves & Démonstrations @ Li5 ==TtouLoN

Théoreme[Minimum d’une fonction convexe en dimension n]

A faire...

[Retour au théoreme]



—— UNIVERSITE DE
@ Li5O ==TouLoN

Sources

B Etudes de fonctions

B Généralités — Cahier de Prépa.fr
https://cahier-de-prepa.fr/1bcpstl-montaigne/docs?rep=215

B Etude de fonctions — Licence de Mathématiques Lyon 1
https://licence-math.univ-lyonl.fr/lib/exe/fetch.php?media=a24:s1 analysel maths:poly-analysel.pdf

B Limites de fonctions — Prépa Lycée Blaise Pascal, Rouen
https://prepa.louatron.fr/media/archives/2016-2017/documents/chapitrel7-fonctions-continues.pdf

B Fonctions a plusieurs variables — EPLF MATHGEOII

https://wiki.epfl.ch/mathgeo2/documents/2014/FONCTIONS%20DIFFERENTIABLES%202014.pdf
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Cheminement
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- La descente de gradient
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L minimisée
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     lim  x →  x 0 ⁡  f  ( x ) × g  ( x )


  ± ∞


  l


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :  D g ⊆ ℝ → ℝ


   x 0 ∈    D f -


   D f ⋂  D g


  − ∞


   𝒍 𝒇 ≠ 𝟎


   l f = 0


  + ∞


  − ∞


  0


  0


   l 𝒈 ≠ 𝟎


  ± ∞


     l f   l g


  0


  ± ∞


   l 𝒈 =  𝟎 −


  + ∞


  ± ∞


  − ∞


   l 𝒈 =  𝟎 +


  − ∞


  ± ∞


  + ∞


  + ∞


  0


  0


     lim  x →  x 0 ⁡  f  ( x )


     lim  x →  x 0 ⁡  g  ( x )


     lim  x →  x 0 ⁡  f  ( x ) / g  ( x )


  ± ∞


   l f


   l g


  0


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :  D g ⊆ ℝ → ℝ


   x 0 ∈    D f -


   D f ⋂  D g


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x 0 ∈  D f


     lim  x →  x 0 ⁡  f  ( x ) = f  (  x 0 )


   x 0


  l


  f  (  x 0 )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x 0 ∈  D f


     lim  x →  x 0 ⁡  f  ( x ) = f  (  x 0 )


  f


  E ⊆  D f


  ∀  x i ∈ E     f  ( x )


   x i


   x 0 = 0


  f  ( x ) =  1  1 +  e  − x


     lim  x → 0 ⁡  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e 0 =  1 2 = f  ( 0 )


   x 0 = 0


  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   x 0 = 0


     lim  x → 0 ⁡  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e 0 =  1 2 = f  ( 0 )


   x 0 = 0


  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e  − x


  f  ( x ) =  {       1   s i   x ≥ 0   0   s i   x < 0


   x 0 = 0


   {       lim  x →  0 − ⁡  f  ( x ) = 0      lim  x →  0 + ⁡  f  ( x ) = 1


   x 0 = 0


  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e  − x


     lim  x → 0 ⁡  𝜎  ( x ) =  1  1 +  e 0 =  1 2 = f  ( 0 )


  f  ( x ) =  {       1   s i   x ≥ 0   0   s i   x < 0


  f  ( 0 ) = 1


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f ≠ ∅


  f


   x M ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x M )


  f  (  x M )


  f


   D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f ≠ ∅


  f


   x M ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x M )


  f  (  x M )


  f


   D f


  f


   x m ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≥ f  (  x m )


  f  (  x m )


  f


   D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f ≠ ∅


  f


   x M ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x M )


  f  (  x M )


  f


   D f


  f


   x m ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≥ f  (  x m )


  f  (  x m )


  f


   D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ]  x 0 − 𝜀 ;  x 0 + 𝜀 [ ,  x 0 ∈  D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f ≠ ∅


  f


   x M ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x M )


  f  (  x M )


  f


   D f


  f


   x m ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≥ f  (  x m )


  f  (  x m )


  f


   D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ]  x 0 − 𝜀 ;  x 0 + 𝜀 [ ,  x 0 ∈  D f


  f


   x 0


  ∃ 𝜀 ∈  ℝ + ∗   ∀ x ∈ I ⊆  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x 0 )


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f ≠ ∅


  f


   x M ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x M )


  f  (  x M )


  f


   D f


  f


   x m ∈  D f


  ∀ x ∈  D f     f  ( x ) ≥ f  (  x m )


  f  (  x m )


  f


   D f


  f


   x 0


  ∃ 𝜀 ∈  ℝ + ∗   ∀ x ∈ I ⊆  D f     f  ( x ) ≤ f  (  x 0 )


  f


   x 0


  ∃ 𝜀 ∈  ℝ + ∗   ∀ x ∈ I ⊆  D f     f  ( x ) ≥ f  (  x 0 )


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ]  x 0 − 𝜀 ;  x 0 + 𝜀 [ ,    x 0 ∈  D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  f


   x 0


  f  (  x 0 )


  f


   D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  f


   x 0


  f  (  x 0 )


  f


  f


   x 0


  f  (  x 0 )


  f


   D f


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


  g


   x a


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


  g


   x a


  g


   x b


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


  g


   x a


  g


   x b


  g


   x c


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


  g


   x a


  g


   x b


  g


   x c


  g


  g  (  x c )


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


  g


   x a


  g


   x b


  g


   x c


  g


  g  (  x c )


  g


  x → − ∞


  x → + ∞


   x a


   x b


   x c


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ x , y ∈ I     f  ( x ) = f  ( y )


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ x , y ∈ I     f  ( x ) = f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≤ f  ( y )


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ x , y ∈ I     f  ( x ) = f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≤ f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≥ f  ( y )


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ x , y ∈ I     f  ( x ) = f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≤ f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≥ f  ( y )


  f


  I


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ x , y ∈ I     f  ( x ) = f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≤ f  ( y )


  I


  ∀ x , y ∈ I     x < y → f  ( x ) ≥ f  ( y )


  f


  I


  f


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  I


  f


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


   ℝ + ∗


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


   ℝ + ∗


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  ℝ


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


   ℝ + ∗


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   ℝ + ∗


  ℝ


   [  x a ,  x b ]


   [  x c , + ∞ [


   x a


   x b


   x c


   ] − ∞ ,  x a ]


   [  x b ,  x c [


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


  f :    ℝ + ∗ →     ℝ


  x     ↦ log ⁡ ( x )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f


  I


  𝜏 =   f  (  x a + h ) − f (  x a ) h


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f


  I


  𝜏 =   f  (  x a + h ) − f (  x a ) h


  ≥ 0


  > 0


  f


  I


  𝜏 ≥ 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f


  I


  𝜏 =   f  (  x a + h ) − f (  x a ) h


  ≤ 0


  > 0


  f


  I


  𝜏 ≥ 0


  f


  I


  𝜏 ≤ 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f


  I


  𝜏 =   f  (  x a + h ) − f (  x a ) h


  f


  I


  𝜏 ≥ 0


  f


  I


  𝜏 ≤ 0


  f


  I


  𝜏 = 0


  = 0


  > 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a ∈  D f


  h ∈  ℝ + ∗


   (  x a + h ) ∈  D f


  f


  I


  𝜏 =   f  (  x a + h ) − f (  x a ) h


  f


  I


  𝜏 ≥ 0


  𝜏 > 0


  f


  f


  I


  𝜏 ≤ 0


  𝜏 < 0


  f


  f


  I


  𝜏 = 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x 1


   x 2


  g  (  x 1 )


  g  (  x 2 )


  I =  [  x 1 ,  x 2 ]


  𝜏 < 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x 1


   x 2


   x 3


  g  (  x 1 )


  g  (  x 2 )


  g  (  x 3 )


  I =  [  x 1 ,  x 2 ]


  𝜏 < 0


  I =  [  x 2 ,  x 3 ]


  𝜏 > 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x 1


   x 2


   x 3


  g  (  x 1 )


  g  (  x 2 )


  g  (  x 3 )


  I =  [  x 1 ,  x 2 ]


  𝜏 < 0


  I =  [  x 2 ,  x 3 ]


  𝜏 > 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f ′  (  x a )


  𝜏


   x a


   f ′  (  x a ) =    lim  h → 0 ⁡ 𝜏 =    lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h


  I =  [  x a ,    x a + h ]


   x a


  h


  0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f ′  (  x a )


  𝜏


   x a


   f ′  (  x a ) =    lim  h → 0 ⁡ 𝜏 =    lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h


   f ′  (  x a ) =   f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h − 𝜀  ( h )


  𝜀 :   ℝ → ℝ


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀  ( h ) = 0


  f ′  (  x a )


  ε


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f ′  (  x a )


  𝜏


   x a


   f ′  (  x a ) =    lim  h → 0 ⁡ 𝜏 =    lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h


   f ′  (  x a ) =   f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h − 𝜀  ( h )


  𝜀 :   ℝ → ℝ


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀  ( h ) = 0


  h  f ′  (  x a ) = f  (  x a + h ) − f  (  x a ) − h 𝜀  ( h )


  h ≠ 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f ′  (  x a )


  𝜏


   x a


   f ′  (  x a ) =    lim  h → 0 ⁡ 𝜏 =    lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h


   f ′  (  x a ) =   f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h − 𝜀  ( h )


  𝜀 :   ℝ → ℝ


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀  ( h ) = 0


  h  f ′  (  x a ) = f  (  x a + h ) − f  (  x a ) − h 𝜀  ( h )


  h  f ′  (  x a ) + f  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) = f  (  x a + h )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a


    𝜏 = ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h ,    x a ∈  D f ,   h ∈  ℝ ∗ ,    (  x a + h ) ∈  D f


  f ′  (  x a )


  𝜏


   x a


   f ′  (  x a ) =    lim  h → 0 ⁡ 𝜏 =    lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f  (  x a ) h


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + f  (  x a ) + h 𝜀  ( h )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


     lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h = f ′ (  x a ) ∈ ℝ


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


     lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h = f ′ (  x a ) ∈ ℝ


  f


   x a


  𝒇 ′  (  𝒙 𝒂 )


  𝜀 :   ℝ → ℝ


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


     lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h = f ′ (  x a ) ∈ ℝ


  f


   x a


  𝒇 ′  (  𝒙 𝒂 )


  𝜀 :   ℝ → ℝ


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   f ′  (  x a ) = 0


   x a


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a − h ;  x a + h ] ⊆  D f ,   h ∈  ℝ  ∗ +


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a − h ;  x a + h ] ⊆  D f ,   h ∈  ℝ  ∗ +


  f


  f ′  ( x )


  f


  x


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≥ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) > 0


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≤ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) < 0


   f ′  (  x a ) = 0


   x a


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a − h ;  x a + h ] ⊆  D f ,   h ∈  ℝ  ∗ +


  f


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≥ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) > 0


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≤ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) < 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


   f ′  (  x a ) = 0


   x a


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  [  x a − h ;  x a + h ] ⊆  D f ,   h ∈  ℝ  ∗ +


  f


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≥ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) > 0


  ∀ x ∈ I ,  f ′  ( x ) ≤ 0


  f


  I


   f ′  ( x ) < 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


  f


   f ′ :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  x ∈  D f


  f ′  ( x )


  f


  x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


  f


   f ′ :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  x ∈  D f


  f ′  ( x )


  f


  x


  f


  𝒇 ′


    𝒅 𝒇  𝒅 𝒙


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


  f


   f ′ :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  x ∈  D f


  f ′  ( x )


  f


  x


  f


  𝒇 ′


    𝒅 𝒇  𝒅 𝒙


  f ′  ( x )


  f ′


  f  ( x )


  f ′  ( x )


   D   f ′


  c ∈ ℝ


  0


  ℝ


  x


  1


  ℝ


   x n


  n ∈  ℕ ∗


  n  x  n − 1


  ℝ


   x


   1  2  x


   ℝ + ∗


  f  ( x )


  f ′  ( x )


   D   f ′


   1 x


  −  1   x 2


   ℝ ∗


   1   x n ,   n ∈  ℕ ∗


  −  n   x   ( n + 1 )


   ℝ ∗


  f  ( x )


  f ′  ( x )


   D   f ′


  sin  ( x )


  cos  ( x )


  ℝ


  cos ( x )


  − sin  ( x )


  ℝ


  tan ( x )


   1  cos ²  ( x )


    ⋃  k ∈ 𝕫   ] −  𝜋 2 + k 𝜋 ,  𝜋 2 + k 𝜋 [


  f  ( x )


  f ′  ( x )


   D   f ′


   e  a x


  a ∈ ℝ


  a  e  a x


  ℝ


  log ( x )


   1 x


   ℝ + ∗


  log ≡ ln


  f :  D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


  g :  D g ⊆ ℝ → ℝ


   D g


   ( f + g ) ′


   f ′ + g ′


   D f ∩  D g


     ( 𝜆 f ) ′


  𝜆  f ′ ,   𝜆 ∈ ℝ


   D f


     ( f g ) ′


   f ′ g + f g ′


   D f ∩  D g


     (  1 g ) ′


  −   g ′   g 2


   D g ∩  { x   |   g  ( x ) ≠ 0 }


     (  f g ) ′


     f ′ g − f g ′   g 2


   D f ∩  D g ∩  { x ,   |   g  ( x ) ≠ 0 }


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  I ∖  { c }


  f


  c


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  I ∖  { c }


   f ′ ≤ 0


   ] a , c [


   f ′ ≥ 0


   ] c , b [


  f ( c )


   f ′ ≥ 0


   ] a , c [


   f ′ ≤ 0


   ] c , b [


  f ( c )


   f ′ > 0


   ] a , c [ ∪  ] c , b [


   f ′ < 0


   ] a , c [ ∪  ] c , b [


  f


  c


  f


  c


  f ′


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


   x a


   x b


   x c


  g ′ ( x )


  < 0


  > 0


  < 0


  > 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


   x a


   x b


   x c


  g ′ ( x )


  < 0


  > 0


  < 0


  > 0


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


   x a


   x b


   x c


  g ′ ( x )


  < 0


  > 0


  < 0


  > 0


   x a ,    x c


   x b


   g ′  ( x )


  g : ℝ →     ℝ


  x ↦    x 4 4 −    x 3 3 − 2  x 2 + x + 5


   x a


   x b


   x c


   g ′ :   ℝ → ℝ


                x ↦  x 3 −  x 2 − 4 x + 1


   x a


   x b


   x c


  g ′ ( x )


  < 0


  > 0


  < 0


  > 0


   g ′  (  x a ) = 0


   g ′  (  x b ) = 0


   g ′  (  x c ) = 0


   x a ,    x c


   x b


   x i


   g ′  (  x i ) = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  f


  c


   f ′  ( c ) = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  f


  c


   f ′  ( c ) = 0


  f  ( x ) =  x 3


  f ′  ( x ) =   3 x 2


  f ′  ( 0 ) = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  f


  c


   f ′  ( c ) = 0


  f  ( x ) =  x 3


  f ′  ( x ) =   3 x 2


  f ′  ( 0 ) = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  f ′


   x i ∈ I


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  f ′


   x i ∈ I


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


   D f


   x f ∈  D f


  f


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  f ′


   x i ∈ I


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


   D f


   x f ∈  D f


  f


  f


  f


   D f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  f ′


   x i ∈ I


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


   D f


   x n ∈  D f


  f


  f


  f


   D f


  f


   D f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


   D f


  f ′


   x i ∈  D f


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   D f


   D f


  f ′


   x i ∈  D f


   f ′  (  x i ) = 0


  f ′


   x i


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  f ′


   D f


   l −


   l +


   D f


  C =  {    x i ∈  D f   |    f ′  (  x i ) = 0 }


  E =  {  x e ∈ C   |   f ′  passe de < 0 à > 0 au voisinage de   x e }


  m = m i n  (  { f  (  x e )   |    x e ∈ E } )


  m ≤  l −


  m ≤  l +


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  f ′


   D f


   l −


   l +


   D f


  C =  {    x i ∈  D f   |    f ′  (  x i ) = 0 }


  E =  {  x e ∈ C   |   f ′  passe de < 0 à > 0 au voisinage de   x e }


  m = m i n  (  { f  (  x e )   |    x e ∈ E } )


  m ≤  l −


  m ≤  l +


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ 𝒙 , 𝒚 ∈ 𝑰     ∀ 𝝀 ∈  [ 𝟎 , 𝟏 ]     𝒇  ( 𝝀 𝒙 +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒚 ) ≤ 𝝀 𝒇  ( 𝒙 ) +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒇  ( 𝒚 )


  f


  ∀ 𝒙 , 𝒚 ∈ 𝑰     𝒙 ≠ 𝒚     ∀ 𝝀 ∈  ] 𝟎 , 𝟏 [     𝒇  ( 𝝀 𝒙 +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒚 ) < 𝝀 𝒇  ( 𝒙 ) +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒇  ( 𝒚 )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  ∀ 𝒙 , 𝒚 ∈ 𝑰     ∀ 𝝀 ∈  [ 𝟎 , 𝟏 ]     𝒇  ( 𝝀 𝒙 +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒚 ) ≤ 𝝀 𝒇  ( 𝒙 ) +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒇  ( 𝒚 )


  f


  ∀ 𝒙 , 𝒚 ∈ 𝑰     𝒙 ≠ 𝒚     ∀ 𝝀 ∈  ] 𝟎 , 𝟏 [     𝒇  ( 𝝀 𝒙 +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒚 ) < 𝝀 𝒇  ( 𝒙 ) +  ( 𝟏 − 𝝀 ) 𝒇  ( 𝒚 )


   [  ( x , f ( x ) )    ( y , f ( y ) ) ]


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  f ′


  I


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  I


  f ′


  I


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f ′


  f ′


  I


  f ′ ′


  f


  I


  f ′ ′ ≥ 0


  I


   f  ′ ′ > 0


  I


  f


  I


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


   D k = ℝ


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


  k ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2 x − 2


   D k = ℝ


   D   k ′ = ℝ


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


  k ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2 x − 2


  k ′ ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2


   D k = ℝ


   D   k ′ = ℝ


   D   k  ′ ′ = ℝ


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


  k ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2 x − 2


  k ′ ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2


   D k = ℝ


   D   k ′ = ℝ


   D   k  ′ ′ = ℝ


   k  ′ ′ > 0


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


  k ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2 x − 2


  k ′ ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2


   D k = ℝ


   D   k ′ = ℝ


   D   k  ′ ′ = ℝ


   k  ′ ′ > 0


   k ′


  k :   ℝ → ℝ


  x ↦    ( x − 1 ) 2 + 2


  k ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2 x − 2


  k ′ ′ :   ℝ → ℝ


  x ↦ 2


   D k = ℝ


   D   k ′ = ℝ


   D   k  ′ ′ = ℝ


   k  ′ ′ > 0


   k ′


  k


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  c ∈ I


   f ′  ( c ) = 0


  f


  c


  I


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  c ∈ I


   f ′  ( c ) = 0


  f


  c


  I


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  C =  {    x i ∈ I   |    f ′  (  x i ) = 0 }


   x i ∈ C


  f  (  x i )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I ⊆  D f


  C =  {    x i ∈ I   |    f ′  (  x i ) = 0 }


   x i ∈ C


  f  (  x i )


   f ′ = 0


  f  ( x ) = log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


   f ′


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


  v


  u


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈  D v   |   v  ( x ) ∈  D u }


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈  D v   |   v  ( x ) ∈  D u }


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈ ℝ   |   v  ( x ) ∈  ℝ ∗ }


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈ ℝ   |   v  ( x ) ∈  ℝ ∗ }


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈ ℝ   |   1 +  e  − x ∈  ℝ ∗ }


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  𝒇


  𝒈


  𝒈 ∘ 𝒇


   ( 𝒈 ∘ 𝒇 )  ( 𝒙 ) = 𝒈  ( 𝒇  ( 𝒙 ) )


   D  g ∘ f =  { x ∈  D f   |   f  ( x ) ∈  D g }


  u :  ℝ ∗ → ℝ


  t ↦  1 t


  v : ℝ → ℝ


  x ↦ 1 +  e  − x


   D 𝜎 =  D  u ∘ v =  { x ∈ ℝ   |   1 +  e  − x ∈  ℝ ∗ } = ℝ


  ∀ x ∈ ℝ     1 +  e  − x ∈  ℝ + ∗ ⊂  ℝ ∗


  𝜎  ( x ) =  ( u ∘ v )  ( x ) = u  ( v  ( x ) ) =  1  1 +  e  − x


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  I m ( f ) ⊆  D g


   x a ∈  D f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  I m ( f ) ⊆  D g


   x a ∈  D f


  f


   x a


  g


  f  (  x a )


  g ∘ f


   x a


     ( 𝒈 ∘ 𝒇 ) ′ (  𝒙 𝒂 ) =  𝒈 ′  ( 𝒇  (  𝒙 𝒂 ) ) × 𝒇 ′ (  𝒙 𝒂 )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  g :    D g ⊆ ℝ → ℝ


  I m ( f ) ⊆  D g


   x a ∈  D f


  f


   x a


  g


  f  (  x a )


  g ∘ f


   x a


     ( g ∘ f ) ′ (  x a ) =  g ′  ( f  (  x a ) ) × f ′ (  x a )


  f


   D f


  g


   D g


     ( 𝒈 ∘ 𝒇 ) ′ =  ( 𝒈 ′ ∘ 𝒇 ) × 𝒇 ′


    d  ( g ∘ f )  d x =   d g  d f ×   d f  d x


   f 1 ∘ … ∘  f n


  n


   f i :  D   f i ⊆ ℝ → ℝ ,   1 ≤ i ≤ n


   f i


   D   f i


  I m  (  f j ) ⊆  D   f  j − 1 ,   2 ≤ j ≤ n


   f 1 ∘ … ∘  f n


  n


   f i :  D   f i ⊆ ℝ → ℝ ,   1 ≤ i ≤ n


   f i


   D   f i


  I m  (  f j ) ⊆  D   f  j − 1 ,   2 ≤ j ≤ n


   f 1 ∘ … ∘  f n


  2 ≤ k < n


     (  f 1 ∘ … ∘  f n ) ′ ( x ) =  f 1 ′  (  f 2 ∘ … ∘  f n  ( x ) ) × … ×  f k ′  (  f  k + 1 ∘ … ∘  f n  ( x ) ) × … ×  f n ′ ( x )


   f 1 ∘ … ∘  f n


  n


   f i :  D   f i ⊆ ℝ → ℝ ,   1 ≤ i ≤ n


   f i


   D   f i


  I m  (  f j ) ⊆  D   f  j − 1 ,   2 ≤ j ≤ n


   f 1 ∘ … ∘  f n


  2 ≤ k < n


     (  f 1 ∘ … ∘  f n ) ′ ( x ) =  f 1 ′  (  f 2 ∘ … ∘  f n  ( x ) ) × … ×  f k ′  (  f  k + 1 ∘ … ∘  f n  ( x ) ) × … ×  f n ′ ( x )


    𝒅  (  𝒇 𝟏 ∘ … ∘  𝒇 𝒏 )  𝒅 𝒙 =   𝒅  𝒇 𝟏  𝒅  𝒇 𝟐 × … ×   𝒅  𝒇 𝒌  𝒅  𝒇  𝒌 + 𝟏 × … ×   𝒅  𝒇 𝒏  𝒅 𝒙


    d  f k  d  f  k + 1


   f k


   f  k + 1


  f ∘ g ∘ h ≡ f ∘  ( g ∘ h )


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ℝ + ∗ → ℝ


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


   f 2 :    ℝ ∗ →  ℝ ∗


   f 3 ↦  1   f 3


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ℝ + ∗ → ℝ


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


   f 2 :    ℝ ∗ →  ℝ ∗


   f 3 ↦  1   f 3


  I m  (  f 3 ) =  ] 1 , + ∞ [


   D   f 3 = ℝ


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ℝ + ∗ → ℝ


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


   f 2 :  ] 1 , + ∞ [ →  ℝ ∗


   f 3 ↦  1   f 3


  I m  (  f 3 ) =  ] 1 , + ∞ [


   D   f 3 = ℝ


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


   D   f 2 =  ] 1 , + ∞ [


  ⊆  ℝ ∗


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ℝ + ∗ → ℝ


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


   f 2 :  ] 1 , + ∞ [ →  ] 0 , 1 [


   f 3 ↦  1   f 3


  I m  (  f 2 ) =  ] 0 , 1 [


  I m  (  f 3 ) =  ] 1 , + ∞ [


   D   f 3 = ℝ


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


   D   f 2 =  ] 1 , + ∞ [


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ] 0 , 1 [ → ℝ


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


  I m  (  f 3 ) =  ] 1 , + ∞ [


   D   f 3 = ℝ


  I m  (  f 2 ) =  ] 0 , 1 [


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


   D   f 1 =  ] 0 , 1 [


   D   f 2 =  ] 1 , + ∞ [


   f 2 :  ] 1 , + ∞ [ →  ] 0 , 1 [


   f 3 ↦  1   f 3


  ⊆  ℝ + ∗


  f :   ℝ → ℝ


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3


   f 1 :    ] 0 , 1 [ →  ℝ − ∗


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


  I m  (  f 1 ) =  ℝ − ∗


  I m  (  f 3 ) =  ] 1 , + ∞ [


   D   f 3 = ℝ


  I m  (  f 2 ) =  ] 0 , 1 [


   f 3 :   ℝ →  ] 1 , + ∞ [


  x ↦ 1 +  e  − x


   D   f 1 =  ] 0 , 1 [


   D   f 2 =  ] 1 , + ∞ [


   f 2 :  ] 1 , + ∞ [ →  ] 0 , 1 [


   f 3 ↦  1   f 3


  f :   ℝ →  ℝ − ∗


  x ↦ log ⁡ (  1  1 +  e  − x )


  f =  f 1 ∘  f 2 ∘  f 3
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   f 1 :    ] 0 , 1 [ →  ℝ − ∗


   f 2 ↦  log ⁡   (  f 2 )


  I m  (  f 1 ) =  ℝ − ∗
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  ℝ


   ℝ 𝒏


  n ∈  ℕ ∗


   ℝ n


  X =  (  x 1 , … ,  x n )


  X + Y =  (  x 1 +  y 1 , … ,  x n +  y n )


  𝜆 X =  ( 𝜆  x 1 , … , 𝜆  x n ) ,   𝜆 ∈ ℝ


   ℝ 𝒏


  ℝ


  ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n )  


   ℝ n


   x i


  X


  ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n )  


   ℝ n


   x i


  X


  0


  0


  ℝ


   ℝ 𝒏


   ℝ n


   {  E i } ,   1 ≤ i ≤ n


   E i =  (  e 1 , … ,  e j , … ,  e n   )


   e j = 1


  j = i


  0


   ℝ n


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈  ℝ n


  𝑿 =   ∑  𝒊 = 𝟏 𝒏   𝒙 𝒊  𝑬 𝒊


  n


   ℝ n


  ℝ


   ℝ n


  X =  (  x 1 , … ,  x n )


  Y =  (  y 1 , … ,  y n )


   ℝ n


  X


  Y


  𝑿 ⋅ 𝒀


  X ⋅ Y =   ∑  i = 1 n   x i  y i


  ℝ


   ℝ n


  X =  (  x 1 , … ,  x n )


  Y =  (  y 1 , … ,  y n )


   ℝ n


  X


  Y


  𝑿 ⋅ 𝒀


  X ⋅ Y =   ∑  i = 1 n   x i  y i


    X , Y , Z ∈ ℝ n


  𝜆 , 𝜇 ∈ ℝ .


  X ⋅ Y = Y ⋅ X


   ( 𝜆 X + 𝜇 Y ) ⋅ Z = 𝜆  ( X ⋅ Z ) + 𝜇  ( Y ⋅ Z )


  X ⋅ X ≥ 0


  X ⋅ X = 0   ↔ X = 0


  ℝ


    X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈ ℝ n


  X


   ‖ 𝑿 ‖


   ‖ 𝑿 ‖ =  𝑿 ⋅ 𝑿 =    ∑  𝒊 = 𝟏 𝒏     𝒙 𝒊 𝟐


  ℝ


    X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈ ℝ n


  X


   ‖ 𝑿 ‖


   ‖ 𝑿 ‖ =  𝑿 ⋅ 𝑿 =    ∑  𝒊 = 𝟏 𝒏     𝒙 𝒊 𝟐


  X , Y ∈  ℝ n


  𝜆 ∈ ℝ


   ‖ X ‖ ≥ 0


   ‖ X ‖ = 0 ↔ X = 0


   ‖ 𝜆 X ‖ =  | 𝜆 |  ‖ X ‖


   ‖ X + Y ‖ ≤  ‖ X ‖ +  ‖ Y ‖


   ‖ X ‖ =  | X |


  n = 1


  𝒏


  𝒏


  n ∈  ℕ ∗


  f :    D f ⊆ E → G


  𝒏


  E =  ℝ n


  G = ℝ


  𝒇 :                            𝑫 𝒇 ⊆  ℝ 𝒏 → ℝ


  𝑿 =  (  𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 ) ↦ 𝒇 ( 𝑿 )


  n


   x 1 , … ,  x n


  X


  f


  𝒏


  𝒏


  n ∈  ℕ ∗


  f :    D f ⊆ E → G


  𝒏


  E =  ℝ n


  G = ℝ


  𝒇 :                            𝑫 𝒇 ⊆  ℝ 𝒏 → ℝ


  𝑿 =  (  𝒙 𝟏 , … ,  𝒙 𝒏 ) ↦ 𝒇 ( 𝑿 )


  n


   x 1 , … ,  x n


  X


  f


  𝒏


  n


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ


  X


   ℝ n


  f ( X )


  ℝ


  𝒏


  𝒏


  z :                                                ℝ n → ℝ                                                                                          


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  𝒏


  𝒏


  z :                                                ℝ n → ℝ                                                                                          


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  n


   x 1 , … ,  x n


  𝒏


  𝒏


  z :                                                ℝ n → ℝ                                                                                          


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  n


   x 1 , … ,  x n


  n + 1


   w 1 , … ,  w n , b


  z :                                                    ℝ  n + 1 → ℝ                                                                                        


      W =  (  w 1 , … ,  w n ,   b ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  𝒏


  𝒏


  z :                                                ℝ n → ℝ                                                                                          


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  n


   x 1 , … ,  x n


  z :                                                    ℝ  n + 1 → ℝ                                                                                        


      W =  (  w 1 , … ,  w n ,   b ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  n + 1


   w 1 , … ,  w n , b


  z =   ∑  i = 1 n   x i  w i + b


  𝒏


  𝒏


  z :                                                ℝ n → ℝ                                                                                          


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  n


   x 1 , … ,  x n


  n + 1


   w 1 , … ,  w n , b


  z =   ∑  i = 1 n   x i  w i + b


  z :                                                    ℝ  n + 1 → ℝ                                                                                        


      W =  (  w 1 , … ,  w n ,   b ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b      


  𝒏


  𝒏


  𝒏


  𝒏


  n


   ℝ n


  n


  𝒏


  𝒏


  n


   ℝ n


  𝒏


   ℝ 𝒏


  E ⊆  ℝ n


   X 0 ∈  ℝ n


  E


  ∀ 𝜼 ∈  ℝ + ∗     ∃ 𝑿 ∈ 𝑬      ‖ 𝑿 −  𝑿 𝟎 ‖ < 𝜼


  E


  E


   𝑬 -


   X 0


  E


  E


   X 0


  E .


  𝒏


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


   X 0 ∈    D f -


  f


   X 0


  l ∈ ℝ


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f      ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 →  | f  ( X ) − l | < 𝜀 )


  f


  − ∞


   X 0


  ∀ a ∈ ℝ     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f    ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 → f  ( X ) < a )


  f


  + ∞


   X 0


  ∀ a ∈ ℝ     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f    ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 → f  ( X ) > a )


      𝐥 𝐢 𝐦  𝑿 →  𝑿 𝟎 ⁡  𝒇  ( 𝑿 )


  f


   X 0


  𝒏


  𝒏


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


   X 0 ∈    D f -


  f


   X 0


  l ∈ ℝ


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f      ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 →  | f  ( X ) − l | < 𝜀 )


  f


  − ∞


   X 0


  ∀ a ∈ ℝ     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f    ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 → f  ( X ) < a )


  f


  + ∞


   X 0


  ∀ a ∈ ℝ     ∃ 𝛿 ∈  ℝ + ∗     ∀ X ∈  D f    ( 0 <  ‖ X −  X 0 ‖ < 𝛿 → f  ( X ) > a )


      𝐥 𝐢 𝐦  𝑿 →  𝑿 𝟎 ⁡  𝒇  ( 𝑿 )


  f


   X 0


  𝒏


   ‖ x ‖


   | x |


  𝒏


  𝒏


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ


  n


   ‖ X ‖


   | x |


  f


   X 0 ∈  D f


     lim  X →  X 0 ⁡  f  ( X ) = f (  X 0 )


     lim  X →  X 0 ⁡   ( f  ( X ) + g ( X ) )


     lim  X →  X 0 ⁡   ( f  ( X ) × g ( X ) )


                                                                                                     lim  X →  X 0 ⁡   ( f  ( X ) / g ( X ) )


  n ≥ 2


   ℝ n ,   n ≥ 2


  X


  n


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


   x a


     lim  h → 0 ⁡    f  (  x a + h ) − f (  x a ) h = f ′ (  x a ) ∈ ℝ


  f


   x a


  f ′  (  x a )


  𝒏


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ ,   n ≥ 2


   X a ∈  D f


   X a


     lim  H → 0 ⁡    f  (  X a + H ) − f (  X a ) H = f ′ (  X a ) ∈ ℝ


  𝒏


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ ,   n ≥ 2


   X a ∈  D f


   X a


     lim  H → 0 ⁡    f  (  X a + H ) − f (  X a ) 𝑯 = f ′ (  X a ) ∈ ℝ


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ ,   n ≥ 2


  n


  f


   X a =  (  a 1 , … ,  a n   ) ∈  D f


  G =  (  g 1 , … ,  g n ) ∈  ℝ n


  n


  𝜀


     lim  H → 0 ⁡  𝜀  ( H ) = 0


  𝒇  (  𝑿 𝒂 + 𝑯 ) = 𝑯 ⋅ 𝑮 +  ‖ 𝑯 ‖ 𝜺  ( 𝑯 ) + 𝒇  (  𝑿 𝒂 )


  𝑯 = 𝑿 −  𝑿 𝒂


  n


  f


   X a =  (  a 1 , … ,  a n   ) ∈  D f


  G =  (  g 1 , … ,  g n ) ∈  ℝ n


  n


  𝜀


     lim  H → 0 ⁡  𝜀  ( H ) = 0


  𝒇  (  𝑿 𝒂 + 𝑯 ) = 𝑯 ⋅ 𝑮 +  ‖ 𝑯 ‖ 𝜺  ( 𝑯 ) + 𝒇  (  𝑿 𝒂 )


  𝑯 = 𝑿 −  𝑿 𝒂


  G


  f


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈  D f


  f ( X ) ∈ ℝ


   X a =  (  a 1 , … ,  a n ) ∈  D f


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈  D f


  f ( X ) ∈ ℝ


   X a =  (  a 1 , … ,  a n ) ∈  D f


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   X a


   x i


   𝒇 𝒊   𝑿 𝒂


   𝒇 𝒊   𝑿 𝒂 :    𝑫   𝒇 𝒊   𝑿 𝒂 ⊆ ℝ → ℝ


   𝒙 𝒊       ↦ 𝒇 (    𝑿 𝒂   |  𝒂 𝒊 ←  𝒙 𝒊 )


     X a   |  a i ←  x i


   X a


   a i


   x i


   D   f i   X a =  {  x i ∈ ℝ   |    X a   | a ←  x i ∈  D f }


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,    a i , … ,  a n )


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,    a i , … ,  a n )


     X a   |  a i ←  x i =  (  a 1 , … ,  x i , … ,  a n )


  i


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,    a i , … ,  a n )


   z i   X a :     ℝ → ℝ


   x i ↦  w 1  a 1 + … +  w i  x i + … +  w n  a n + b      


     X a   |  a i ←  x i =  (  a 1 , … ,  x i , … ,  a n )


  z


   X a


   x i


   a j   ( j ≠ i )


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈  D f


  f ( X ) ∈ ℝ


   X a =  (  a 1 , … ,  a n ) ∈  D f


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i


   X a


   a i


  f


   X a


   x i


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  (  𝑿 𝒂 ) =    (  𝒇 𝒊   𝑿 𝒂 ) ′  (  𝒂 𝒊 ) =   𝒅  𝒇 𝒊   𝑿 𝒂  𝒅  𝒙 𝒊 (  𝒂 𝒊 )


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ∈  D f


  f ( X ) ∈ ℝ


   X a =  (  a 1 , … ,  a n ) ∈  D f


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i


   X a


   a i


  f


   X a


   x i


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  (  𝑿 𝒂 ) =    (  𝒇 𝒊   𝑿 𝒂 ) ′  (  𝒂 𝒊 ) =   𝒅  𝒇 𝒊   𝑿 𝒂  𝒅  𝒙 𝒊 (  𝒂 𝒊 )


  𝜕


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,  a i , … ,  a n )


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,  a i , … ,  a n )


   z i   X a  (  X a ) =  w 1  a 1 + … +  w i  x i + … +  w n  a n + b


  z


   X a


   x i


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,  a i , … ,  a n )


    𝜕 z  𝜕  x i  (  X a ) =    (  z i   X a ) ′  (  a i ) =   d  f i   X a  d  x i  (  a i )


   z i   X a  (  X a ) =  w 1  a 1 + … +  w i  x i + … +  w n  a n + b


  z


   X a


   x i


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,  a i , … ,  a n )


    𝜕 z  𝜕  x i  (  X a ) =    (  z i   X a ) ′  (  a i ) =   d  f i   X a  d  x i  (  a i )


   z i   X a  (  X a ) =  w 1  a 1 + … +  w i  x i + … +  w n  a n + b


  z :                                                ℝ n → ℝ


  X =  (  x 1 , … ,  x n ) ↦  w 1  x 1 + … +  w i  x i + … +  w n  x n + b


   X a =  (  a 1 , … ,  a i , … ,  a n )


    𝜕 z  𝜕  x i  (  X a ) =    (  z i   X a ) ′  (  a i ) =   d  z i   X a  d  x i  (  a i ) =  w i


   z i   X a  (  X a ) =  w 1  a 1 + … +  w i  x i + … +  w n  a n + b


  z


   X a


   x i =  a i


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i  


   D f


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i  


   D f


  f


   x i


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊 :  𝑫 𝒇 ⊆  ℝ 𝒏 → ℝ


  𝑿 ↦   𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  ( 𝑿 ) =   𝒅  𝒇 𝒊 𝑿  𝒅  𝒙 𝒊  (  𝒙 𝒊 )


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i  


   D f


  f


   x i


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊 :  𝑫 𝒇 ⊆  ℝ 𝒏 → ℝ


  𝑿 ↦   𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  ( 𝑿 ) =   𝒅  𝒇 𝒊 𝑿  𝒅  𝒙 𝒊  (  𝒙 𝒊 )


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  (  𝑿 𝒂 )


  f :  D f ⊆  ℝ n → ℝ


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


  f


   x i  


   D f


  f


   x i


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊 :  𝑫 𝒇 ⊆  ℝ 𝒏 → ℝ


  𝑿 ↦   𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  ( 𝑿 ) =   𝒅  𝒇 𝒊 𝑿  𝒅  𝒙 𝒊  (  𝒙 𝒊 )


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊  (  𝑿 𝒂 )


  n


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊


   x i


  f


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊


   x i


  f


  f :  D f ⊆  ℝ 2 → ℝ


   (  x 1 ,  x 2 )   ↦    (  x 1 − 1 ) 2 + 2    (  x 2 + 0 . 5 ) 2 + 0 . 5  x 1  x 2


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊


   x i


  f


  f :  D f ⊆  ℝ 2 → ℝ


   (  x 1 ,  x 2 )   ↦    (  x 1 − 1 ) 2 + 2    (  x 2 + 0 . 5 ) 2 + 0 . 5  x 1  x 2


    𝜕 f  𝜕  x 1  (  x 1 ,  x 2 ) = 2  (  x 1 − 1 ) + 0 . 5  x 2


    𝝏 𝒇  𝝏  𝒙 𝒊


   x i


  f


  f :  D f ⊆  ℝ 2 → ℝ


   (  x 1 ,  x 2 )   ↦    (  x 1 − 1 ) 2 + 2    (  x 2 + 0 . 5 ) 2 + 0 . 5  x 1  x 2


    𝜕 f  𝜕  x 1  (  x 1 ,  x 2 ) = 2  (  x 1 − 1 ) + 0 . 5  x 2


    𝜕 f  𝜕  x 2  (  x 1 ,  x 2 ) = 4  (  x 2 + 0 . 5 ) + 0 . 5  x 1


  f :    D f ⊆  ℝ n → ℝ


   X a =  (  a 1 , … ,  a n ) ∈  D f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  i ∈ ℕ ,   1 ≤ i ≤ n


   f i   X a


   a i


   g i =   𝜕 f  𝜕  x i  (  X a )


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) = h  E i ⋅ G +  ‖ h  E i ‖ 𝜀  ( h  E i ) + f (  X a )


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) = h  E i ⋅ G +  ‖ h  E i ‖ 𝜀  ( h  E i ) + f (  X a )


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i …


  h  E i ⋅ G = h  (  ( 0 ,   … ,   1 ,   … , 0 ) ⋅  (  g 1 , … ,  g i , … ,  g n ) )


  = h  ( 0 ×  g 1 + … + 1 ×  g i + … + 0 ×  g n ) = h  g i


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) = h  E i ⋅ G +  ‖ h  E i ‖ 𝜀  ( h  E i ) + f (  X a )


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i +  | h | 𝜀  ( h  E i ) …


  h  E i = h  ( 0 , … , 1 , … , 0 ) =  ( 0 , … , h , … , 0 )


   ‖ h  E i ‖ =  ‖  ( 0 , … , h , … , 0 ) ‖ =   h 2 =  | h |


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) = h  E i ⋅ G +  ‖ h  E i ‖ 𝜀  ( h  E i ) + f (  X a )


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i +  | h | 𝜀  ( h  E i ) + f  (  X a )


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) = h  E i ⋅ G +  ‖ h  E i ‖ 𝜀  ( h  E i ) + f (  X a )


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i +  | h | 𝜀  ( h  E i ) + f  (  X a )


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i +  | h | 𝜀  ( h  E i ) +  f i   X a  (  a i )


  f  (  X a ) = f  (    X a   |  a i ←  a i ) =  f i   X a (  a i )


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗


   E i =  ( 0 ,   … , 1 , … , 0 )


   ℝ n


  f  (  X a + h  E i ) =   h g i +  | h | 𝜀  ( h  E i ) +  f i   X a  (  a i )


  f


  G =  (  g 1 , … ,  g n )


  f  (  X a + H ) = H ⋅ G +  ‖ H ‖ 𝜀  ( H ) + f  (  X a )


  H = X −  X a


  H = h  E i


  h ∈  ℝ ∗
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   z   ( k ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ = −  1 m   ∑  k = 1 m   t   ( k )  log ⁡   (  𝜑   ( k ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 −  𝜑   ( k ) )


  ℒ


   𝜑   ( k ) = 𝜑  (  z   ( k ) ) =  1  1 +  e  −  z   ( k )


  𝓦 ∪  { 𝒃 } ,


  𝒲 =  {  w i } ,   1 ≤ i ≤ n


   z   ( k ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) =  1  1 +  e  −  z   ( k )


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦ −  1 m   ∑  k = 1 m   t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) )


  𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) =  1  1 +  e  −  z   ( k )


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦ −  1 m   ∑  k = 1 m   t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦ −  1 m   ∑  k = 1 m   t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) )


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m  −  (  t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m  −  (  t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) )


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m  −  (  t   ( k )  log ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m     ℓ  ( k ) ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) )


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m     ℓ  ( k ) ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) )


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m     ℓ  ( k ) ⁡   ( 𝜑  (  z   ( k )  ( W ) ) ) =  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


   D   Z  ( k ) =  ℝ  n + 1


  I m (  z   ( k ) ) = ℝ


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


   D   Z  ( k ) =  ℝ  n + 1


  I m (  z   ( k ) ) = ℝ


   D 𝜑 = ℝ


  I m ( 𝜑 ) =  ] 0 , 1 [


  ∘


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


   D   Z  ( k ) =  ℝ  n + 1


  I m (  z   ( k ) ) = ℝ


   D 𝜑 = ℝ


  I m ( 𝜑 ) =  ] 0 , 1 [


   D   ℓ  ( k ) =  ] 0 , 1 [


  ∘


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  I m (  log ⁡   ( x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  I m (  log ⁡   ( 1 − x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


   D   ℓ  ( k ) =  ] 0 , 1 [


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  I m (  log ⁡   ( x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  I m (  log ⁡   ( 1 − x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  I m (  t   ( k )    log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) ) log ⁡   ( 1 − x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


   D   ℓ  ( k ) =  ] 0 , 1 [


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  I m (  log ⁡   ( x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  I m (  log ⁡   ( 1 − x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  I m (  t   ( k )    log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) ) log ⁡   ( 1 − x ) ) =  ] − ∞ , 0 [


  −


  I m (  ℓ  ( k ) ) =  ] 0 , + ∞ [


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


   D   ℓ  ( k ) =  ] 0 , 1 [


  ℒ :    ℝ  n + 1 → E


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


   D   Z  ( k ) =  ℝ  n + 1


  I m (  z   ( k ) ) = ℝ


   D 𝜑 = ℝ


  I m ( 𝜑 ) =  ] 0 , 1 [


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 →  ] 0 , + ∞ [


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  I m (  ℓ  ( k ) ) =  ] 0 , + ∞ [


   D   ℓ  ( k ) =  ] 0 , 1 [


  𝜑  ( x ) =  1  1 +  e  − x


   z   ( k )  ( W ) =   ∑  i = 1 n   x i k  w i + b


   ℓ  ( k )  ( x ) = −  (  t   ( k )  log ⁡   ( x ) +  ( 1 −  t   ( k ) )  log ⁡   ( 1 − x ) )


  ℒ :    ℝ  n + 1 →  ] 0 , + ∞ [


  W ↦  1 m   ∑  k = 1 m   ℓ  ( k ) ∘ 𝜑 ∘  z  ( k )  ( W )


  f


  ∇ f


  ∇ f


    𝜕 f  𝜕  x i


  f


  f


  ∇ f = 0


  M i n ( f )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   l 1


   l 2


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   l 1


   l 2


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


   l 1


   l 2


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ± ∞


  − ∞


  + ∞


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 𝜀 )


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | < 𝜀 )


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 𝜀 )


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | < 𝜀 )


  𝜀 =  1 3  |  l 1 −  l 2 | ∈  ℝ  ∗ +


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {     | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |    | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |


   𝛿 m


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {     | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |    | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |


   | a − b | =  | b − a |


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {     |  l 1 − f  ( x ) | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |    | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |


   | a − b | =  | b − a |


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {     |  l 1 − f  ( x ) | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |    | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |


   | a |


   | b |


   | c |


   | c |


   | a | < c


   | b | < c


   | a + b | < 2 c


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {     |  l 1 − f  ( x ) | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |    | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 |


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  |  l 1 − f  ( x ) + f  ( x ) −  l 2 | <  2 3  |  l 1 −  l 2 |


   | a | < c


   | b | < c


   | a + b | < 2 c


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  |  l 1 − f  ( x ) + f  ( x ) −  l 2 | <  2 3  |  l 1 −  l 2 |


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  |  l 1 − f  ( x ) + f  ( x ) −  l 2 | <  2 3  |  l 1 −  l 2 |


  = 0


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  |  l 1 −  l 2 | <  2 3  |  l 1 −  l 2 |


   x 0 ∈    D f -


   l 1 ,  l 2 ∈ ℝ


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 →  | f  ( x ) −  l 2 | <  1 3  |  l 1 −  l 2 | )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  |  l 1 −  l 2 | <  2 3  |  l 1 −  l 2 |


   l 1


   l 2


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ± ∞


  − ∞


  + ∞


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   l 1


   l 2


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 𝜀 )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ 𝜀 ∈  ℝ + ∗     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 𝜀 )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


  𝜀 = 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 1 )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 1 )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


  A =  l 1 + 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


  A =  l 1 + 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 →  | f  ( x ) −  l 1 | < 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   | f  ( x ) −  l 1 | < 1   → f  ( x ) <  l 1 + 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   | f  ( x ) −  l 1 | < 1   → f  ( x ) <  l 1 + 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) <  l 1 + 1   f  ( x ) >  l 1 + 1


   𝛿 m


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) <  l 1 + 1   f  ( x ) >  l 1 + 1


   x 0 ∈    D f -


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) <  l 1 + 1   f  ( x ) >  l 1 + 1


   l 1 ∈ ℝ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f      ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) <  l 1 + 1 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) >  l 1 + 1 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) <  l 1 + 1   f  ( x ) >  l 1 + 1


   l 2 = − ∞


   l 1


   l 2


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ± ∞


  − ∞


  + ∞


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   l 1


   l 2


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < A )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < A )


  ∀ A ∈ ℝ     ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > A )


  A = 0


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


  A = 0


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) < 0   f  ( x ) > 0


   𝛿 m


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) < 0   f  ( x ) > 0


   x 0 ∈    D f -


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) < 0   f  ( x ) > 0


   l 1 = − ∞ ,    l 2 = + ∞


  f


   x 0 ∈    D f -


  ∃  𝛿 1 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 1 → f  ( x ) < 0 )


  ∃  𝛿 2 ∈  ℝ + ∗     ∀ x ∈  D f    ( 0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 2 → f  ( x ) > 0 )


   𝛿 m = m i n  (  𝛿 1 ,  𝛿 2 )


  ∀ x ∈  D f     0 <  | x −  x 0 | <  𝛿 m →  {    f  ( x ) < 0   f  ( x ) > 0


   l 1 = + ∞


   l 2 = − ∞


   l 1


   l 2


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ∈ ℝ


  ± ∞


  − ∞


  + ∞


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   l 1


   l 2


   l 1 ≠  l 2  


  f


   x 0 ∈    D f -


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


  h → 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  ⁡   ( f + g ) =    lim  ⁡ f +    lim  ⁡ g


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = 0


  ∀ c ∈ ℝ      lim  h → 0 ⁡   ( h c ) = 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = 0 + 0


     lim  h → 0 ⁡   ( h 𝜀 ( h ) ) = 0


  h → 0


  𝜀


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = 0 + 0 + f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡   ( c ) = c


  h


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = f  (  x a )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = f  (  x a )


     lim  x →  x a ⁡  f  ( x ) = f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  ( k + h ) =    lim  x → k ⁡  f  ( x )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = f  (  x a )


     lim  x →  x a ⁡  f  ( x ) = f  (  x a )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


   x a ∈  D f


  f  (  x a + h ) = h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) , avec  h = x −  x a


     lim  h → 0 ⁡ 𝜀 = 0


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡   ( h  f ′  (  x a ) + h 𝜀  ( h ) + f  (  x a ) )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) =    lim  h → 0 ⁡  h f ′  (  x a ) +    lim  h → 0 ⁡  h 𝜀  ( h ) +    lim  h → 0 ⁡  f  (  x a )


     lim  h → 0 ⁡  f  (  x a + h ) = f  (  x a )


     lim  x →  x a ⁡  f  ( x ) = f  (  x a )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c


  𝜏


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


  f  ( x ) − f  ( c ) ≥ 0


  x − c < 0


  f  ( x ) − f  ( c ) ≤ 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


  𝜏


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


  f  ( x ) − f  ( c ) ≥ 0


  x − c > 0


  f  ( x ) − f  ( c ) ≤ 0


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


   f ′  ( c ) =    lim  x → c ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏


  f


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


   f ′  ( c ) =    lim  x → c ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏


  f ′  ( c )


  f :    D f ⊆ ℝ → ℝ


  I =  ] a , b [ ⊆  D f


  c ∈ I


  f


  𝜏 =   f  ( x ) − f  ( c )  x − c


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c − ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≥ 0


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏 =    lim  x →  c + ⁡    f  ( x ) − f  ( c )  x − c ≤ 0


   f ′  ( c ) =    lim  x → c ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c − ⁡ 𝜏 =


     lim  x →  c + ⁡ 𝜏


   f ′  ( c ) = 0


  0


  𝒏


  𝒏


  𝒏
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  ℒ


  ℒ

